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7.1 Introduction

Galileo decia: "el libro de la naturaleza esté escrito en los caracteres de
la Geometria". En este capitulo se lleva a cabo una revisién de ciertos
problemas de ubicacién 6ptima de recursos en términos de patrones y
comportamientos geométricos.

Las versiones cldsicas de problemas de localizacién de servicios (locali-
zacién puntual) consideran el posicionamiento 6ptimo de uno o varios
puntos sobre un espacio prefijado. Una extensién natural de estos pro-
blemas aparece cuando el servicio a instalar no puede ser representado
por puntos sino que se requiere un modelo més complejo, como pue-
de ser un objeto o estructura dimensional (localizacién no puntual). En
[34] puede consultarse el estado del arte actual para problemas de loca-
lizacién no puntual en espacios continuos. Para estos problemas, el uso
de la geometria intrinseca del objeto a ubicar resulta esencial para el di-
sefio de algoritmos eficientes de resolucion. En este sentido, muchos de
estos problemas, pertenecientes al area de optimizacion geométrica, tam-
bién han sido considerados por la comunidad de geometria computacio-
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nal, especialmente para el caso de problemas en espacios continuos. De
hecho, muchos de estos problemas han aparecido, en su formulacién
geométrica, en otras dreas de aplicacién como robética, reconocimiento
de patrones, sistemas de informacién geografica, etc. El andlisis de loca-
lizaciones es un area interdisciplinar que estd directamente relacionada
con otros campos como la programacion matemdtica, el andlisis multicri-
terio, logistica y transporte, estadistica, geometria computacional, etc. Con
respecto a ésta dltima, dicha interaccién ha permitido un intercambio
de problemas y técnicas de resolucién que han resultado de gran pro-
vecho, tanto desde el punto de vista disciplinar como aplicado. Dos
trabajos donde se recogen algunos de estos resultados son [4, 72]. El
objetivo principal de este capitulo es dar una panordmica de la resolu-
cién de problemas de localizacién continua no puntual desde el punto
de vista de la geometria computacional, destacando las técnicas y meto-
dologia més utilizadas. Para ello, observaremos que cada problema de
optimizacién puede redefinirse de forma geométrica y, de este modo,
el uso de estructuras convenientes y patrones algoritmicos muy utiliza-
dos en geometria computacional, proporcionan métodos eficientes de
resolucién.

Con respecto al tratamiento que aqui se hace de los aspectos algo-
ritmicos, deben ser aclarados varios términos. Aunque asumimos que
el lector posee cuanto menos un conocimiento basico de algoritmica
y geometria computacional, creemos necesario una breve puntualiza-
cién. La geometria computacional es una disciplina que se ha venido
desarrollando desde la década de los 80 impulsada por los avances y
las necesidades informaéticas y tecnolégicas en general. Podemos decir
que, en un sentido amplio, se ocupa de disefio y andlisis de algoritmos
eficientes que resuelven problemas de indole geométrica. Entre las nu-
merosas referencias existentes, sugerimos [18] para una introduccién.
De este modo, si pretendemos mirar la resolucién de un problema des-
de este punto de vista, esto es, busqueda de un método rapido de eje-
cucién, nos centraremos en el criterio de eficiencia para valorar un de-
terminado algoritmo. No haremos referencia por tanto, a otros criterios
de valoracién de un algoritmo como son la elegancia, la simplicidad o
la robusted. Tampoco entraremos en disquisiciones numéricas que po-
drian estar presentes en una fase de implementacién y que, por otra
parte, también se presentan en los algoritmos “menos eficientes”.

Para valorar la eficiencia de un algoritmo consideraremos, como se
hace en matemadtica computacional, un modelo teérico de computacion
en el que ciertos procesos bésicos tienen asociados un coste de tiempo
y espacio. Daremos por supuesto el modelo RAM real (el méas usado en
geometria computacional) y nos referiremos al comportamiento de un
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algoritmo con un “anadlisis en el peor caso”, esto es, calculando el coste
global en la situacion mds desfavorable. Asi, en este contexto, se aspira
a poder demostrar de manera estrictamente formal que cierto algoritmo
es “rapido” y, si es posible, demostrar que es “6ptimo” probando para
ello cotas inferiores. Un texto basico sobre algoritmia es [17]. Un trabajo
previo que se ha hecho en este sentido puede encontrarse en [22].

No es objeto de este estudio dar un anélisis ni una recopilacién ex-
haustivos de todos los problemas estudiados en el &mbito de referencia,
sino més bien hacer un recorrido sobre algunos problemas que corres-
ponden a un patrén determinado con objeto de mostrar una forma pe-
culiar de afrontar los problemas. Por ello, es preciso sefialar que aunque
ya se conocen bastantes resultados en modelos mds generales, aqui nos
restringiremos al caso de localizacién de estructuras en el plano con
distancias euclideas no ponderadas. Formalmente el modelo general
de los problemas aqui tratados es el siguiente:

Dado un conjunto de puntos (u objetos) P = {p1,p2,...,pn} enel
plano, encontrar un objeto o estructura £, sometido a un conjunto de
restricciones R, que resuelva el problema:

MINIMAX min max d(p;, E)
ECR 1

o bien

MAXIMIN méax min d(p;, E)
ECR i

donde se define d(p;, F) = mingep do(p;, x).

Hay que resefiar que muchos de los resultados obtenidos para es-
te modelo simple se adaptan o generalizan para el caso de distancias
distintas de la euclidea [75] asi como para los casos multiplicativamen-
te ponderados [31]. Por otra parte, existen bastantes resultados para la
localizacién de estructuras con el criterio MINISUM que no citaremos
aqui y que pueden consultarse en [34].

El trabajo se ha organizado de acuerdo con el tipo de objeto o estruc-
tura a ubicar. De esa forma, en la seccién 2 se recogen los resultados
para la localizacion de rectas y semirrectas de origen conocido. La sec-
cién 3 estd dedicada a los distintos problemas que han aparecido sobre
ubicacién 6ptima de segmentos. El caso de localizacién de circunferen-
cias se analiza en la seccién 4, dejando la secciéon 5 para el estudio de
otro tipo de curva simple para la cual existen bastantes resultados, la
curvas lineales a trozos o poligonales. Finalmente, en la seccién 6 in-
dicamos algunas conclusiones, comentarios y lineas de investigacion a
desarrollar que creemos de interés.
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7.2 Ubicacion de rectas

7.2.1 Recta minimax

La localizacion de servicios lineales para el criterio minimax con métri-
ca euclidea ha sido un problema que ha despertado interés en un gran
numero de investigadores correspondientes a distintos campos. Pue-
den destacarse las aplicaciones en Estadistica robusta, reconocimiento de
patrones o cartografia. El trabajo [67] puede considerarse como punto de
partida. Ahi se presenta el problema como el de la 1-recta centro y se ha-
cen caracterizaciones bdsicas que han supuesto la referencia a trabajos
posteriores. El resultado basico que se prueba es el siguiente,

Teorema 7.1. Toda solucion al problema 1-recta centro se encuentra a mdxima
distancia de al menos tres puntos de P.

La propiedad anterior permite resolver el problema considerando to-
dos los conjuntos de tres puntos. El procedimiento inicial de tiempo
O(n*) (digamos ingenuo o de fuerza bruta), que considera todos los ca-
sos y elige el mejor, va a ser mejorado haciendo uso de métodos més efi-
cientes basados en consideraciones y estructuras geométricas. Por una
parte, el conjunto de puntos que determinan la solucién (estan a maxi-
ma distancia de ella) deben encontrarse en el cierre convexo de los pun-
tos. Ademads, en este caso, se cumple la siguiente propiedad para una
recta solucioén r* de distancia méxima e*: existen dos lineas paralelas de
soporte sobre el cierre convexo de los puntos, C H(P), que determinan
una banda de anchura 2e* de forma que la solucién r* estd situada justo
a la mitad de la banda.

Basado en estas propiedades, en [54] se resuelve el problema de la
anchura de un conjunto de puntos, que es equivalente al problema mi-
nimax lineal, usando la técnica de los calibres rotadores [77] . Una vez
calculado el cierre convexo, la idea es enumerar todos las bandas can-
didatas en tiempo O(n) y tomar la de menor anchura (véase la Figura
7.1), lo que proporciona un algoritmo de tiempo O(n log n). Posterior-
mente, en [63] se prueba que este algoritmo es 6ptimo.

7.2.2 La recta maximin

El problema de encontrar la recta que maximiza la minima distancia a
un conjunto de puntos P en el plano es equivalente al problema geo-
métrico de encontrar la mayor banda vacia para el conjunto de puntos
dados. Para garantizar la existencia de solucién del problema se exige
que la banda interseque a la envolvente convexa de P.
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Figura7.1. Anchura de un conjuntode  Figura7.2. Corredor vacio de anchura e.
puntos.

En [53] se plantea el problema como el corredor vacio mds ancho a través
de un conjunto de puntos, donde por corredor se entiende la zona del
plano determinada por dos rectas paralelas (Figura 7.2) y muestran la
siguiente propiedad de caracterizacién de la solucién:

Lema 7.1. Sea C el corredor vacio mds ancho a través de P limitado por las
lineas paralelas 1y y lo. Entonces, o bien, 1y y ly contienen punto p1 y ps de
P, respectivamente, tal que el segmento D1pa es perpendicular a ly y la, o bien,
una de las rectas estd determinada por dos puntos y la otra por un punto y la
pendiente de la anterior.

Esta propiedad daria un procedimiento de fuerza bruta de compleji-
dad O(n*) considerando todas las bandas determinadas por tres pun-
tos. Sin embargo, en [53] se propone un algoritmo eficiente transfor-
mando el problema a una bisqueda en el arreglo de rectas del espacio
dual (un punto de coordenadas (a, b) se transforma en la recta y = az—b
y una recta y = ma — n en el espacio primal se transforma en punto
(m,n)). Usando el barrido topoldgico de [40], se hace en tiempo propor-
cional al ntimero de segmentos del arreglo que es del orden O(n?), y por
tanto, el problema queda resuelto en tiempo cuadratico, el cual, segiin
conocemos, no ha sido atin mejorado.

La recta maximin con demanda poligonal.  Una extension interesan-
te del problema anterior es la siguiente:

Dado un conjunto P de m poligonos (no necesariamente disjuntos y convexos)
con un total de n vértices,encontrar una recta | que interseque el interior de
CH(P) tal que minpep d(P,1) es mdxima.
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En [51, 52] se propone un algoritmo de tiempo O(n?) haciendo uso de
la caracterizacion de una solucién. Por otra parte, si interpretamos este
problema como el corredor mdximo vacio a través de un conjunto de obs-
tdculos, en [58] se da una cota O(n?), volviendo a hacer uso del barrido
topolégico en el arreglo del dual geométrico junto con la caracteriza-
cién de una solucién, que no es mas que la expresada en el lema 7.1
siendo ahora p1, p2 y p3 vértices de los poligonos de P.

Recientemente, se da una mejora en el trabajo [35] que se apoya en el
siguiente resultado: dado P € P, sea P* el conjunto de puntos duales
a rectas que no cortan a P. Un vértice de P* es la representacion dual
de una recta soporte de un poligono de P. Si consideramos el arreglo
A* = Npep P*, puede probarse la propiedad siguiente:

Lema 7.2. A* tiene O(m? + n) vértices y se calcula en tiempo O((m? +
nlogm)logn).

En base a esta propiedad y usando barrido topolégico sobre A*, el pro-
blema se resuelve en tiempo O(m? + n) con preprocesamiento O((m? +
nlog m)logn). En muchas aplicaciones, donde las regiones poligonales
son aproximaciones de regiones curvilineas, se tiene una cantidad pe-
quena de regiones poligonales cada una de ellas formadas por muchos
vértices. En este caso, si suponemos que m? < n, se obtiene un procedi-
miento de tiempo O(n) con preprocesamiento O(n log? n).

7.2.3 La semirrecta minimax

En el problema de la semirrecta centro se trata de encontrar una se-
mirrecta con origen en un punto prefijado del plano de forma que se
minimiza la maxima distancia de los puntos dados a la semirrecta. Po-
demos suponer, sin pérdida de generalidad, que la semirrecta parte del
origen o y por tanto, la denotamos h(¢) donde § es el dngulo, medido
en sentido positivo, que forma la semirrecta con el eje X. La distancia de
un punto a una semirrecta tiene distinta interpretacién segtn se tome
sobre el punto inicial (origen) o sobre la recta soporte de h(6), ((#). Por
tanto, dada una semirrecta /() y el conjunto de puntos P, podemos
distinguir dos tipos de puntos: los que toman la distancia sobre la recta
[(8) y los que lo hacen sobre el punto o.

En [63] se muestra que, para buscar la solucién del problema, esto es,
los puntos que la determinan, basta considerar los puntos de la envol-
vente convexa y, con un método similar al utilizado en el problema de
la recta minimax, basado en la técnica de los calibres rotadores, presentan
un algoritmo de tiempo O(nlogn).
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7.2.4 La semirrecta maximin

Si la semirrecta anclada en un punto fijado o representa cierto “peli-
gro” con respecto a los puntos dados, se adopta el modelo maximin.
De forma andloga al caso de la recta minimax, el problema geométrico
analogo es encontrar el mayor cilindro plano (o “silo”) vacio y anclado
en o (Figura 7.3).

Dicho problema, que surgi¢ como aplicacion de un problema de ro-
bética en neurocirugia, estd resuelto en [44] con un algoritmo 6ptimo
que se basa en un método muy conocido en geometria computacional.
Se basa en una reduccion del problema al célculo de la envolvente in-
ferior de un conjunto de funciones. Se demuestra que dicha envolvente
posee un ntiimero de puntos de interseccién del orden de n, lo que per-
mite hacer un célculo de la envolvente en tiempo O(n logn) usando las
secuencias de Davenport-Schinzel [74]. De esta forma, mediante un ba-
rrido lineal, se obtiene un algoritmo de tiempo O(nlogn) que resulta
ser 6ptimo en el modelo de computaciéon apropiado.

Figura 7.3.  Silo vacio de radio ¢. Figura7.4. Hipédromo de radio ¢.
7.3 Ubicaciéon de segmentos
7.3.1 Criterio minimax

En la referencia [57] aparece por primera vez el problema del segmento
centro: dado un conjunto de puntos en R? y un segmento s de longitud dada |,
encontrar el emplazamiento de s de forma que se minimice la mdxima distancia
de los puntos al segmento.

Cuando I = 0, el problema se reduce al problema del centro puntual,
mientras que si [ es suficientemente grande, se convierte en el proble-
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ma de la recta centro. Por tanto, este problema puede ser considerado
intermedio entre los dos referenciados. Las complejidades de los pro-
blemas 1-punto centro y 1-recta centro son esencialmente diferentes, lo
que proporciona mayor interés precisamente al problema intermedio.

Un segmento de longitud dada queda totalmente determinado por la
terna (z,y,6), donde (x,y) son las coordenadas del punto inicial y 0 es
la orientacién del segmento con respecto al eje X positivo. Dado un seg-
mento s de longitud [, representado por (z,y, #), el lugar geométrico de
los puntos equidistantes de s a una distancia € se conoce como hipddro-
mo centrado en (z,y,6) y radio ¢ (Figura 7.4). El problema es entonces
equivalente a encontrar el hipédromo de menor radio que contenga a
todos los puntos de P.

Mientras tres puntos no colineales determinan un tinico circulo, en
[57] se demuestran que para fijar un hipé6dromo son necesarios a lo mas
cuatro puntos. El algoritmo de fuerza bruta pasa por hacer un andlisis
exhaustivo de todos los posibles conjuntos de cuatro puntos y determi-
nar las posibles situaciones de los puntos en las diferentes partes de la
frontera del entorno o hipédromo del segmento solucién. Este estudio
permite resolver el problema en tiempo O(n°). Sin embargo, conside-
rando preprocesados la envolvente convexa de los puntos y el diagra-
ma de Voronoi del punto maés lejano, puede reducirse la complejidad a
O(n*logn).

Desde la publicacion del citado articulo , han aparecido otros cuyo
objetivo ha sido reducir la complejidad. Sélo citaremos aqui el tltimo,
[42], de complejidad cercana a lineal, donde se reduce la complejidad
del problema haciendo uso de un sofisticado algoritmo de programa-
cién basado en la biisqueda paramétrica de Megiddo [65].

7.3.2 Criterio maximin

Un estudio sobre varios problemas de ubicacién de segmentos “noci-
vos” basados en el criterio maximin se esta llevando a cabo en [79]. Es-
bozamos aqui algunos casos que se encuentran en un avanzado estado
de investigacion.

El caso del segmento maximin anclado, esto es, encontrar un segmento
de longitud fijada y anclado en un punto dado, que maximice la minima distan-
cia a los puntos del conjunto de partida, puede consultarse en [8], donde se
demuestran las condiciones necesarias para que, haciendo un barrido
sobre el arreglo de la envolvente inferior de las funciones distancia de
los puntos a un segmento anclado, el problema pueda resolverse con
un algoritmo 6ptimo de complejidad 6(n logn).
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Otro caso estudiado se refiere a al problema de segmento maximin que
conecta un punto y una curova fijados. En este caso, la longitud no es una
constante. Notese que si la curva es una circunferencia, el problema se
reduce al anterior. Para resolver este problema, en [26] se introduce una
estructura nueva, el diagrama de Voronoi anclado, que se define siguien-
do el formato de los diagramas de Voronoi abstractos definidos en [60].
Estos diagramas no se definen en base a un conjunto de puntos o ge-
neradores, sino en funcién de un conjunto de curvas conocidas como
curvas bisectoras. En [26] se demuestra que tal estructura puede cons-
truirse en tiempo O(nlogn), lo que da lugar a un algoritmo lineal para
resolver el problema de optimizacién, sin més que restringir la bisque-
da del punto extremo del segmento que cae sobre la curva, a los puntos
de interseccién de ésta con las aristas del diagrama de Voronoi anclado.
Por tanto, la complejidad global resulta ser de tiempo O(nlogn).

7.4 Ubicacion de circunferencias

7.4.1 Circunferencia minimax

El problema de la circunferencia centro o su equivalente, el problema
de la corona circular o anillo de minima anchura que contiene a un
conjunto de puntos (mostrado en la Figura 7.5), esta directamente rela-
cionado con el campo de la metrologia computacional, concretamente con
el concepto de la medida de circularidad de un conjunto (se dice que un
conjunto de puntos tiene circularidad ¢ si existe un anillo de anchura ¢
que contiene al conjunto) y ha sido extensamente estudiado en geome-
tria computacional [5, 62]. El resultado crucial es el siguiente:

Lema 7.3. Si A es el anillo de minima anchura que contiene al conjunto de
puntos P, existen dos puntos de P sobre el circulo interior de A y dos puntos
sobre el circulo exterior.

Esta caracterizacion permite buscar el centro del anillo sobre puntos
de interseccion del diagrama de Voronoi del punto més cercano y el dia-
grama de Voronoi del punto mas lejano, lo que da lugar a un algoritmo
no trivial de tiempo O(n?) [39] y [38].

Esta misma caracterizacion puede usarse para aplicar el paradigma
de computacién paralela de biisqueda paramétrica [65] para obtener al-
goritmos mads sofisticados de complejidad O(n§+e) [3], O(M %“) 2]y
tiempo esperado O(M 2+¢) [6].

Un estudio sobre minimos locales para el caso multidimensional se
ha hecho en [45], donde se resuelve el problema de optimizacién en
tiempo O(nlogn) cuando los puntos estdn dados con un orden circu-
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lar, situacién muy comun en la aplicacién de metrologia. Ademas, se
demuestra que, si los puntos estdn en posicién convexa, s6lo existe un
minimo local y puede obtenerse en tiempo O(n). Un estudio reciente
para casos particulares es [19]

Figura 7.5.  Anillo minimo contenedor. Figura 7.6.  Anillo méximo vacio.

7.4.2 Circunferencia maximin

El problema inverso de optimizacion, esto es, encontrar una circunferen-
cia nociva, se ha estudiado en [28]. En un marco geométrico, el problema
es equivalente a encontrar la corona circular de mayor drea que no contiene
puntos en su interior (mostrado en la Figura 7.6). Con objeto de tener el
problema bien definido, se ha supuesto la existencia de puntos dentro
del circulo interior y fuera del exterior. El resultado de caracterizacion
de una solucién se concreta en el siguiente teorema:

Teorema 7.2. Siexiste una corona o anillo dptimo con dos o mds puntos situa-
dos en el interior del circulo de menor radio, entonces existe un anillo solucién

que contiene a dos puntos o mds en cada uno de los circulos concéntricos que
lo definen.

El teorema 7.2 implica que la btisqueda del centro del anillo pue-
de ser limitada al arreglo de rectas mediatrices de cada par de pun-
tos. Esta propiedad permite construir una estructura de datos sencilla
y resolver el problema en tiempo O(n3logn). Por otra parte, si lo que
buscamos es la corona 6ptima que contiene exactamente k£ puntos en
su interior, donde k es una constante fijada, el problema se resuelve en
tiempo O(nlogn) [28].
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7.5 Ubicacidén de curvas poligonales

Una extensioén natural de los problemas de localizacion de servicios li-
neales en el plano es la ubicacién de estructuras poligonales, que pro-
porcionan en cierto sentido, la mejor aproximacién del conjunto de pun-|j
tos. La ubicaciéon 6ptima de una ruta poligonal a través de un conjunto
de puntos en el plano ha sido tratada desde diferentes puntos de vista,
segun los objetivos y aplicaciones a los que esté sujeto el problema.

En este sentido, se han considerado los dos criterios de optimizacién
que recogemos en este trabajo. Por un lado, si queremos determinar la
mejor ruta para la distribucién de cierto producto a determinados clien-
tes, que se representan por un conjunto de puntos en el plano, se usa
el criterio minimax. De otro modo, si queremos disefiar una ruta que
va a resultar nociva para una poblacién, como por ejemplo, una tube-
ria para el transporte de materiales radiactivos, o un camino evitando
obstaculos en el campo de la robética, se usa el criterio maximin.

En contraposicién a lo que ocurre en los problemas de secciones an-
teriores, no siempre existen propiedades que caractericen una solucién
de este tipo de problemas. Por lo tanto, para algunos problemas de es-
ta seccién s6lo esbozaremos métodos generales para resolver eficiente-
mente los problemas.

A partir de ahora, llamaremos P = {a = po,p1,...,Pn,Pn+1 = b} al
conjunto de puntos dados y denotamos por z(q) a la abscisa del pun-
to ¢. Ademas, suponemos que los puntos de P estan dados en orden
lexicografico. Los extremos a (fuente o punto de partida del camino)
y b (sumidero o punto de llegada del camino) pueden estar fijados o
no y satisfacen que z(a) < z(p1) y z(pn) < z(b). Llamaremos C a la
curva poligonal y d a la medida de la distancia desde un punto a la
poligonal. Los dos problemas que revisamos son, respectivamente, mi-
nimizar la funcién g(C) = méx,, cp d(pm,C) y maximizar la funciéon
h(C) = minpmep\{a,b} d(pm, C).

7.5.1 Restriccion sobre el nimero de codos o la
longitud

Podemos encontrar una solucién trivial que minimiza la funcién g(C)
tomando la curva poligonal que pasa por todos los puntos de P. Sin
embargo, la consideracion de la longitud (I(C')) o niimero de codos (b(C'))
como parte del costo resulta evidente en el disefio de rutas. Esto nos
lleva a la consideracién de problemas restringidos con cotas fijadas en
esas variables.
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La formulacién para problemas de criterio minimax restringidos en
el nimero de codos (en longitud) es:

min max d(pp,,C) t.q. b(C) <k ((C)<lp).

El problema de la ubicacién de servicios poligonales con el ntime-
ro de codos restringidos usando el criterio minimax estd estrechamente
relacionado con el de la aproximacién mediante curvas poligonales. La
aproximacion de arcos de curvas lineales mediante curvas mas simples
es un tema estudiado en Geometria Computacional y aplicado en la re-
presentacion del contorno de figuras mds o menos complicadas, muy
utilizado en campos como cartografia, reconocimiento de patrones y
disefio grafico. Si hacemos una “traducciéon” minuciosa de los trabajos
existentes en ese drea y lo reinterpretamos en el marco de la localiza-
cién, podemos decir que han sido resueltos, desde el punto de vista
de la Geometria Computacional, numerosos problemas de poligonales
para el criterio minimax. Con objeto de situar al lector en el marco de
trabajo adecuado para este tipo de problemas, introducimos algunas
ideas que han dado lugar a métodos eficientes de resolucion.

En los trabajos [16, 48, 55, 78] se han considerado los siguientes pro-
blemas de aproximacion:

Min-# problem: Dado € > 0, aproximar P mediante una curva poligo-
nal C, con minimo ntmero de codos, de forma que el error cometido
sea menor que e.

Min-¢ problem: Dado k, aproximar P mediante una curva poligonal C,
cuyo nuimero de codos sea menor o igual que k, de forma que el error
cometido sea minimo.

Este tipo de problemas admite diversas variantes que surgen al res-
tringir la ubicacion de los vértices de la poligonal o al considerar distin-
tos tipos de error [55]. Haciendo una lectura desde el 4rea de localiza-
cién de servicios, podemos decir que se consideran dos tipos de errores
aproximados,

62(0) = ;né}?g do (pm, C)? GU(C) = ;né}é dy (pm7 C)

donde da(pm,C) v dy(pm, C) son, la distancia desde un punto a la po-
ligonal inducida por la distancia Euclidea y por la distancia vertical,
respectivamente. En la tesis doctoral [20] es donde se propone, por pri-
mera vez, utilizar los métodos de geometria computacional para apro-
ximar una cadena poligonal {a = po,pi,...,Pn,Pnt1 = b} cuyos vérti-
ces son los puntos dados de entrada (puntos de demanda).
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Criterio minimax. = Describimos brevemente el método general pa-
ra resolver el problema minimax con la restricciéon sobre el ntimero de
codos propuesto en [55]. En primer lugar se genera un conjunto de va-
lores I" de forma que el error cometido en la aproximacién esté entre
ellos. Para cada uno de estos valores e (errores candidatos), hallamos la
curva poligonal C(e) con menor ntimero de codos que se pude construir
cometiendo un error menor o igual que e. A e le asociamos el ntimero
de codos de C(e). Finalmente, buscamos el menor e € I' cuyo ntimero
de codos asociado sea menor o igual que k. La curva poligonal solucién
serd C(e).

Los algoritmos mds eficientes para resolver los problemas Min-# y
Min-¢ usando la distancia Euclidea, pueden encontrarse en [16]. Se ob-
tienen complejidades temporales de O(n?) y O(n?logn) respectivamen-
te. Ademds demuestran que si la curva a aproximar (los puntos de de-
manda en nuestro contexto) forma parte de la frontera de un poligono
convexo, los dos problemas anteriores se pueden resolver en tiempo
O(n).

Por otro lado, la versién de los anteriores problemas utilizando la
distancia vertical aparece en distintas disciplinas, no s6lo en Investiga-
cién Operativa o en Andlisis de Localizaciones, sino también en areas
como Estadjistica o Inteligencia Artificial. Dicho problema se conoce co-
mo ajuste de una poligonal a un conjunto de puntos.

El llamado k-bend constrained fitting problem aparece por primera vez
en [49]. Se resuelven dos variantes del problema de encontrar una poli-
gonal de k£ o menos codos atendiendo al criterio minimax con distancia
vertical: cuando los vértices de C estan en P, caso discreto, y cuando
los codos pueden estar sobre cualquier punto del plano, caso libre. Para
ambos problemas se proponen algoritmos de tiempo O(n?logn) pero
no trabajan en presencia de degeneraciones, es decir, no admiten pun-
tos con la misma abscisa. El método es similar al usado en [55]. Con
respecto al caso libre, en [81] se utiliza un ingenioso método de barrido
usando dos lineas de barrido en vez de una, para reducir el tiempo a
O(n?). También se ha propuesto en [47] la técnica de busqueda paramé-
trica para resolver el problema en tiempo O(nlogn).

En el contexto del analisis de localizaciones, tiene sentido encontrar-
se con puntos en posicién degenerada. Puesto que el algoritmo de [49]
no puede adaptarse para la eliminacién de degeneraciones, en [23] se
aplica un procedimiento alternativo de programacién dindmica obte-
niéndose la misma complejidad temporal de O(n?%logn) pero permitien-
do posiciéon degenerada de los puntos de entrada. Por otra parte, el al-
goritmo que resuelve el problema minimax discreto con la restriccion
sobre el nimero de codos puede ser adaptado para hallar la solucién
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del problema minimax discreto con la restricciéon sobre la longitud de
la curva poligonal [23].

A continuacién, hablamos de un tipo especial de curva poligonal que
aparece con frecuencia en problemas de disefio de rutas de transporte,
en la planificacién y desarrollo de edificios y espacios en ciudades, en la
fabricacion industrial, en el disefio de circuitos VLSI, en la planificaciéon
del movimiento de un robot, etc. Un camino poligonal isotético es el que
estd formado por segmentos horizontales y verticales (Figura 7.5.1). La
localizacién de este tipo de estructuras se ha considerado en [20]. El di-
sefio de caminos més cortos a través de un conjunto de obstdculos, en
este sentido, es un tema tratado en geometria computacional. Aunque
estos problemas no se pueden considerar como problemas de localiza-
cién, proporcionan herramientas muy ttiles para ser adaptadas alli.

Figura7.7. Cadena poligonal isotética.

Una caracterizacién sobre soluciones del caso restringido a k£ codos
con la distancia vertical se puede encontrar en [32]:

Teorema 7.3. Existe una solucién tal que cada segmento horizontal estd cen-
trado con respecto a los puntos que toman la distancia sobre él y los segmentos
verticales estdn situados sobre abcisas de los puntos de P.

Enumerando todos los caminos rectilineos candidatos segtn el Teo-
rema 7.3, podemos hallar una solucién en tiempo polinomial. Aunque
este algoritmo resulta poco eficiente, esta propiedad se usa en [33] para
obtener algoritmos eficientes que resuelven el problema minimax con-
sistente en ubicar una ruta rectilinea monétona R con la restriccion so-
bre el nimero de codos b(R) o sobre su longitud /(R), cuando se consi-
dera la distancia vertical:

minmax d,(p;, R) t.q. b(R) <by (I(R) <lp).
R p;eP

La propiedad de centralidad de los segmentos horizontales del teorema
7.3 es crucial para buscar la solucién en un conjunto finito de rutas can-
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didatas, y obtenerla en tiempo O(n%logn). En [80], se mejora la comple-
jidad anterior hasta O(n?). Para el problema restringido en la longitud,
en [33] se obtiene un algoritmo de tiempo O(n?), basado en propieda-
des geométricas de la solucién ptima . Finalmente, con la técnica de
busqueda paramétrica de Megiddo, ambos problemas se resuelven en
tiempo O(nlog?n) en [21].

Criterio maximin.  La ubicacién de rutas nocivas que conecten dos
puntos dados ha sido considerado recientemente por la comunidad de
localizacién. La mayoria de los trabajos consideran espacios discretos.
Problemas como caminos mds cortos en redes, multiobjetivos, etc. se
pueden encontrar en [1, 9, 10]. En el caso continuo existen trabajos re-
cientes, algunos de los cuales estdn en desarrollo en la actualidad. En
el caso continuo, el camino puede ser colocado en cualquier lugar del
plano; por ello, para evitar soluciones triviales como por ejemplo, llevar
la solucién al infinito, se requiere restringir el espacio donde ubicar la
poligonal. Otra restriccion a considerar es la longitud de la poligonal.
De ello se derivan dos tipos de problemas:

e restriccion espacial: dada una regién poligonal R y un conjunto de
puntos P contenidos en R, encontrar un camino poligonal C' con-
tenido en R que maximice la funcién h(C), i.e.,

max min  d(pm,C).
EER By 10 ©)

e restriccion en la longitud: dado un valor no negativo [/, encontrar
un camino poligonal C' de longitud menor o igual que [y que ma-
ximice la funcién h(C), i.e.,

max min  d(pm,C).
C:U(C)<ly pmeEP\{a,b}

Es necesario hacer notar que para los dos problemas anteriores, el
numero de codos no estd fijado. En [37] se propone un algoritmo apro-
ximado para determinar una ruta poligonal C' contenida en una regién
poligonal. Més tarde en [50] se usa un método de aproximacién similar
utilizando la distancia inducida por la métrica ;. En [27] se propone
un algoritmo exacto que utiliza diagramas de Voronoi, y lo resuelve en
tiempo O(nlogn). Finalmente, para solucionar el problema con restric-
cion de longitud se usa un algoritmo e-aproximado que hace uso de la
resolucién del problema del camino mds corto entre objetos circulares
[25].
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7.5.2 Curvas poligonales de un codo

Criterio minimax.  La aproximacién de un conjunto de puntos por
una curva poligonal de un codo tiene interesantes aplicaciones en la
teoria de la aproximacién y en estadistica. Por ejemplo, podemos apro-
ximar una poblacién que estd dividida en dos grupos con caracteristicas
distintas, utilizando el criterio minimax mediante dos rectas.

El problema del doble rayo centro se define como sigue: dado un conjun-
to de n puntos P en el plano, encontrar la configuracion C = (O, ry,72),
formada por un punto O y dos semirrectas 1,72, con origen comun O
(Figura 7.9), tal que la distancia desde P a C sea minima. La distancia
desde P a C se define como

h(P7 C) = mdx min[dQ (p7 7"1), da (p7 TQ)]
peEP

donde da(p, ) es la distancia Euclidea desde el punto p hasta la semi-

rrecta r.

En [46] se propone un algoritmo para hallar el doble rayo centro de P
(notese que la configuracién del doble rayo centro no es necesariamente
tnica). El principal resultado tedrico, que se muestra a continuacién,
permite la modificacién de la configuraciéon C de un doble rayo en una
configuracién de un doble rayo especial.

Teorema 7.4. Sea C la configuracion de un doble rayo C = (O,r1,72) con la
distancia d = h(P,C). Entonces,

1. Laanchura de P es menor o iqual que 4d, o

2. P se puede recubrir por dos bandas paralelas de anchura 2d cada una,
sean (L, La) y (L3, Ly), tal que Ly y L4 pasan por puntos de la envol-
vente convexa de P, CH(P), y

a) Ly o Ly contienen una arista de CH(P), o,

b) Las rectas que forman las fronteras de una de las bandas contienen
puntos de P, o

3. existe una configuracion C' = (O, r}, 1) con distancia d, tal que existen
cuatro puntos de P que toman distancia d a C'.

El Teorema 7.4 demuestra que el cardinal de la sucesién D de todos
los posibles valores de la distancia de Hausdorff d es O(n*). Por tanto,
podemos encontrar la distancia 6ptima d* realizando una bisqueda bi-
naria sobre D. Sin embargo, para buscar d* de forma eficiente, se puede
usar la técnica de busqueda paramétrica de Megiddo. En [46] se de-
muestra que la versién secuencial del algoritmo de decision se ejecuta en
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tiempo O(n3a(n)) donde a(n) es la inversa de la funcién de Ackermann
y que la versi6n paralela se ejecuta en tiempo O(logn) usando O(n?3)
procesadores. Asi, aplicando el paradigma de bisqueda paramétrica,
el problema del doble rayo centro se resuelve en O(n3a(n)log? n).

Figura 7.8.  Poligonal anclada de un codo Figura 7.9. Doble rayo.
discreto.

Por otro lado, recientemente se han desarrollado algoritmos eficien-
tes para encontrar curvas poligonales de un codo. De hecho, en [24] se
trabaja con variantes del problema utilizando la distancia vertical en
lugar de la euclidea. Aunque se buscan curvas poligonales de un codo
ancladas en dos puntos dados a y b, ellos demuestran que el algoritmo
puede ser extendido para encontrar poligonales no ancladas. Se pre-
sentan algoritmos que consumen un tiempo de O(nlogn) para resolver
tanto el caso discreto (el codo es un punto de P, ilustrados en las Figu-
ra 7.8) como el caso libre (el codo puede ser cualquier punto del pla-
no). El siguiente resultado de [24] que utiliza la envolvente convexa del
conjunto de puntos C'H(P), es crucial para la obtencién de algoritmos
eficientes:

Teorema 7.5. Sea P un conjunto de puntos, £ y r los puntos de P de menor
y mayor abscisa, respectivamente. Se verifican las siguientes propiedades:

(1) La mdxima distancia entre P y la recta {r se alcanza en algiin vértice del
poligono C H(P);

(2) La funcién distancia a la recta {r es unimodal sobre la frontera de la
envolvente superior, y de forma andloga sobre la frontera de la envolvente
inferior de P.

(3) Sea r* la recta que pasa por { desde la cual se minimiza la mdxima dis-
tancia al conjunto P: esta mdxima distancia debe ser alcanzada en un
vértice en la envolvente superior y en otro de la envolvente inferior.

En consecuencia, si la CH(P) estd ya almacenada en una apropiada
estructura de datos anidada, r* se puede obtener en tiempo O(log®n)
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usando busqueda binaria. Sin embargo, una técnica que permite evitar
la biisqueda binaria en estructuras anidadas es la conocida como ten-
tative prune-and-search, descrita en [59]. Este procedimiento halla la so-
lucién del problema de la curva poligonal de un codo con la distancia
vertical en tiempo O(nlogn).

Criterio maximin.  Con respecto al criterio maximin se han propues-
to recientemente algoritmos eficientes para resolver el problema de la
curva poligonal de un codo, con restricciones sobre su longitud, esto
es, dada una cota /o, calcular la ruta poligonal C de un codo que conecte
los puntos a y b, , tal que [(C) < [y y para la cual min,cp da(p,C) es
maximo. Si llamamos boomerang al lugar geométrico de los puntos que
equidistan de la poligonal una cantidad fija, el problema se reduce a
encontrar el “mayor boomerang vacio anclado en a y b”. En la Figura
7.10 se muestra la interpretacion geométrica del problema y las distin-
tas partes que componen un boomerang. En [27], se muestra que el pro-
blema puede ser resuelto mediante andlisis de casos en tiempo O(n?),
pero ademads proponen un algoritmo eficiente que hace uso de las pro-
piedades geométricas de cada caso, obteniendo una cota temporal de
O(nlogn) cuando la longitud de la ruta nociva es exactamente [/ (esto
es, el codo se encuentra sobre la elipse de focos a y b) y O(n?) cuando
la longitud puede ser menor o igual que la cota (esto es, el codo puede
estar situado sobre la elipse o en el interior de ésta).

Figura 7.10.  Interpretacién geométrica del problema.

Finalmente, destacamos que en los trabajos [29, 36] se resuelven los
casos no anclados para distintas variantes que provienen de considerar
tijado o no el dngulo interior de los rayos que conforman la poligonal.
Dichos problemas se han denominado el problema del sifén y el problema
del 1-corredor.
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7.6 Conclusiones y posibles lineas de
investigacion

En este capitulo se pretende dar una muestra del interés que supone
la interpretacién y resoluciéon de problemas desde puntos de vista dis-
tintos. En este caso, en cémo cierto tipo de problemas de localizacién
pueden enfocarse desde la 6ptica de la geometria computacional y uti-
lizar los rudimentos de ésta para resolverlos computacionalmente de
forma satisfactoria.

Este hecho era indiscutiblemente aceptado por la comunidad de in-
vestigadores de ambas dreas para problemas de localizacién puntual
desde el comienzo del desarrollo de la geometria computacional (véa-
se la tesis [73] que result6 ser el germen de este campo). Sin embargo,
el hecho de considerar la ubicacién de objetos y no de puntos compli-
ca ain mas la posibilidad de resolver los problemas eficientemente sin
ayuda de los patrones algoritmicos y las estructuras de la geometria.
Debido a esto, podemos rescatar de la literatura reciente una gran can-
tidad de trabajos que dan fe de ello.

Resultaria de interés la realizacién de trabajos adicionales al aqui rea-
lizado en el que se analicen otros aspectos de la bondad de los algorit-
mos. En efecto, aqui nos hemos referido a una de las fases que conlleva
el desarrollo de algoritmos geométricos: estudio de las propiedades in-
trinsecas de las soluciones y disefio de procedimientos. Otras fases, co-
mo la eliminacién de posiciones degeneradas y adaptacion de los algo-
ritmos, para lo cual puede encontrarse bastante avance en la literatura
[14, 41], o los problemas de robustez en la implementacién constituyen
una interesante linea futura de revision.

Como posible linea de investigacion futura puede citarse la locali-
zacion de objetos 2-dimensionales en el plano, esto es, la localizacién
de poligonos. Citamos a continuacién algunas referencias que podrian
ser consideradas como punto de partida de investigacion. En [15] de
plantea el problema de localizar y determinar las dimensiones de un
rectdngulo que minimiza la distancia media a un conjunto no finito de
demanda. Usando diagramas de Voronoi, en [56] se trata el problema
de localizar un poligono convexo en el interior de un poligono simple
dado. El criterio considerado es maximizar la minima distancia entre
pares de puntos, uno de cada poligono. Recientemente, se ha abordado
la localizacién de poligonos convexos con demanda modelada también
por poligonos convexos en [12, 13, 68].

Otra posible linea futura de trabajo es la consideracion de espacios
continuos distintos al plano. En este sentido, existe ya un conjunto con-
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siderable de trabajos que se estdn desarrollando paralelamente al avan-
ce de técnicas de geometria computacional en espacios mas generales.
Citamos aqui algunos de ellos, a riesgo de ser no rigurosos, con objeto
de animar al lector a hacer investigacién en este campo. Con respecto
a la localizacion de rectas en espacios tridimensionales euclideos pode-
mos citar el trabajo [44] para el criterio maximin y [11] para el corres-
pondiente minimax. En lo que se refiere a la ubicacién 6ptima de planos
en R3, [54] trata el caso minimax y [30] el caso maximin. Un estudio re-
ciente sobre localizacién de hiperplanos puede consultarse en [64, 76].
Finalmente, citamos un trabajo que acaba de ser publicado sobre pro-
blemas de localizacién en superficies poliédricas [7].
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