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LA COLUMNA DE MATEMATICA COMPUTACIONAL
Seccién a cargo de

Tomas Recio

No es la primera vez que el flamenco se pasea por las pdginas de
esta Columna, pero también en esta ocasion viene de la mano del profe-
sor Diaz-Bdriez, del departamento (jnaturalmente!) de Matemdtica Apli-
cada II, de la Universidad de Sevilla. Ademds de sus tareas investigadoras
en el dmbito de la Matemdtica Discreta y la Geometria Computacional, el
profesor Diaz-Bdnez desarrolla, desde el ario 2004, el estudio de distintas
propiedades de la misica flamenca a través de herramientas matemdticas,
un campo que €l mismo denomina como «La Teoria Computacional del
Flamenco». En la actualidad imparte dos cursos y dirige una tesis doc-
toral en el programa de doctorado «Estudios avanzados de flamenco: un
andlisis multidisciplinary, al tiempo que desarrolla, como podrd corroborar
el lector a través de este ameno y sugerente articulo, una labor excelente
como divulgador de esta novedosa drea de investigacion.

Sobre problemas de matematicas
en el estudio del cante flamenco

por

José-Miguel Diaz-Banez

RESUMEN.  Los lazos entre matematicas y musica existen, al menos, desde
que los antiguos griegos comenzaron a formalizar los aspectos matematicos de
la musica. En este articulo hablaremos de problemas de matematicas que apa-
recen en el estudio de la misica flamenca. Los temas de investigacién musical
que generan los problemas son: la busqueda de propiedades de preferencia para
los aficionados al flamenco, el calculo de similitud musical y la simplificacién o
transcripcion automdtica de melodias. Estas cuestiones pueden ser ttiles para
estudiar la naturaleza de la musica flamenca y proporcionan, a la vez, ejem-
plos notorios para entender conceptos basicos de matematicas. La coleccién de
problemas presentada permite plantear tareas de trabajo docente y divulga-
tivo para la ensefianza de las matemaéticas en distintos niveles educativos vy,
por ende, pueden ser utilizadas para ampliar la perspectiva del piblico general
respecto de las matematicas.
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«...La misica es el inconsciente disfrute que experimenta el espiritu
al contar sin darse cuenta de que estd contando.»

Leibniz (1646-1716), filésofo, matemético, jurista y politico aleméan.

1. INTRODUCCION

Aunque es la sociedad quien crea y se recrea en los t6picos (la docencia de las
matemadticas sufre el obstaculo del tépico frecuentemente), son los expertos y/o pro-
fesionales del campo los verdaderos responsables del mal uso de estos. El cientifico
normalmente tiene asumido que, por definicién, puede estudiar cualquier problema
desde la légica e instrumentacién que usa: «...la ciencia no tiene limites, es cuestién
de tiempo y dedicacioén. .. », justificaria un cientifico a un profano. Pero resulta sor-
prendente que parte de la comunidad cientifica, contradiciendo su definicién, suele
acotar los terrenos con alambradas alimentadas de tépicos o, cuanto menos, temiendo
riesgos de fracaso al no seguir la tradicion del area.

Una patologia propia del individuo perteneciente a la comunidad de docentes e
investigadores en matemadaticas es pensar que lo mas «matemético» o «con funda-
mento matematico» es lo que tiene apariencia «dificily o «abstracta», y que solo
los llamados a manipular la abstraccion matemética pueden entender y usar las
herramientas. Resultaria interesante realizar un experimento con individuos de la
comunidad matemética espanola en el que se le preguntase por la primera impresiéon
al leer el titulo de este articulo.

Siguiendo la maxima bien aceptada en el mundo flamenco de «quien hace grande
el cante no es el estilo que se ejecuta, sino el cantaor que lo interpreta», de igual
forma son los matematicos y no la tipologia de los problemas los que hacen «grande»
la investigacién o la docencia en el campo. Del mismo modo, la metodologia usual
en un area particular de las matematicas no depende por completo del objeto o
problema que se plantea. Por ejemplo, un problema de combinatoria, una vez que
estd bien definido, nos resulta interesante por si mismo independientemente del area
de aplicacién desde donde se ha formulado, bien sea en robdtica, en bioinformética
o en un proyecto de juegos infantiles. Toda vez que el matematico formula o codifica
el problema en su lenguaje, prescinde totalmente de donde viene y se pone manos a
la obra.

En este articulo se propone una pequefia coleccién de problemas formulados
matematicamente que resultarian de interés para progresar en el conocimiento de la
musica flamenca, concretamente problemas de matematica discreta y computacional
sugeridos en un estudio analitico (no compositivo) del «cante» flamenco. De igual
modo, las otras formas de ejecucion, a saber, «toque» y «bailey flamenco estan a la
espera de ser analizados desde el punto de vista matematico, y esperemos aumenten
la coleccién de problemas a corto plazo.

Los problemas que aqui se relacionan han aparecido en el desarrollo del proyecto
COFLA: analisis COmputacional de la musica FLAmenca'. Algunos problemas ya
han sido estudiados mientras otros constituyen cuestiones abiertas o en curso de

Thttp://mtg.upf .edu/research/projects/cofla
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la investigacién. La dificultad de las cuestiones varia ostensiblemente de unos a
otros, pudiendo ser utilizados como tareas en el aula o proyectos de investigacién,
dependiendo del nivel requerido para abordarlos.

1.1. MATEMATICAS Y MUSICA FLAMENCA

A dfa de hoy podemos decir que el mundo universitario (y gran parte del no
universitario) es consciente de la importancia de las matematicas desde el punto
de vista practico, esto es, constituyen una herramienta indispensable, tanto para
resolver problemas del mundo real como para interpretar propiedades que se dan
en la naturaleza. En efecto, por un lado, las comunicaciones por telefonia mévil, las
camaras digitales, el uso de los cajeros automaticos de un banco, la predicciéon del
tiempo, la television via satélite, los buscadores en internet y, en general, la tecnologia
de uso diario, no serian posibles sin las matematicas. Por otro, podemos usar el
lenguaje matematico para dar una justificacién coherente a fendémenos naturales.
Pongamos como ejemplo el disefio hexagonal del panal de las abejas, que es hexagonal
precisamente porque asi se maximiza la capacidad y la resistencia del panal para
el almacenaje de la miel. Asimismo, podemos hacer mencién de las propiedades
geométricas presentes en una gran variedad de obras de arte (arquitectura, pintura,
etc.) como son: la razén Aurea, los fractales, la proporcionalidad, la simetria (o
asimetria), la perspectiva, etc.

Dentro del mundo de la musica, encontramos la utilidad de las matematicas desde
las dos oOpticas anteriores. Desde un enfoque més pragmatico, podemos usarla en
aplicaciones comerciales como la deteccion de plagios musicales o las aplicaciones de
btisqueda de canciones por internet. En un marco mas teérico, resulta bien conocido
que desde la escuela pitagérica fluyen las matemédticas en casi cualquier concepto
musical. Los matematicos griegos establecieron las bases de la teoria musical actual y,
desde entonces, matematicas y misica vienen de la mano, tanto en el terreno analitico
como compositivo. Hay que notar en este punto que el estudio de la mtsica ha
brindado, en muchas ocasiones, problemas de interés para los matematicos. Citamos
los textos [20, 1, 33], donde se muestran distintas conexiones entre la musica y las
matematicas.

La musica flamenca, creada en Andalucfa y con gran impacto internacional (de-
clarada «Patrimonio inmaterial de la humanidad» por la Unesco?), puede ser con-
siderada como un fenémeno musical con una identidad y originalidad dignas de ser
estudiadas con métodos cientificos. En este articulo planteamos varios problemas
generados durante el desarrollo de un proyecto que analiza los ritmos y melodias
del flamenco y analizamos posibles respuestas en base a un estudio que tiene a
las matemaéticas como operador de codificaciéon. Nos centraremos en tres cuestiones
fundamentales:

1. ;Qué propiedades de interés o preferencia para los aficionados tienen los estilos
del flamenco?

2http://wuw.juntadeandalucia.es/cultura/iaf/opencms/portal/FlamencoPatrimonio/
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2. ({Cémo comparar de forma automaética dos ritmos o melodias del flamenco? o,
de otra forma, jcémo obtener la similitud entre dos cantes?

3. ;Como obtener una simplificacién o transcripcién de bajo nivel de un cante
flamenco?

La busqueda de propiedades de preferencia para las musicas de tradicién oral
podemos situarla en el area de la etnomusicologia, disciplina cientifica denominada
previamente como musicologia comparada. El objetivo principal de la etnomusico-
logia no es otro que estudiar las miisicas del mundo o de tradiciéon oral atendiendo
a la dimensiéon cultural del entorno donde se desarrollan para comprender su es-
tructura y las significaciones que los aficionados les atribuyen. Por propiedades de
preferencias nos referimos aqui a las preferencias de los aficionados al flamenco, que
estan conectadas precisamente con aspectos culturales de la poblacién o region a la
que pertenecen. Para méas informacién de sobre etnomusicologia y etnomusicologia
computacional recomendamos consultar los monograficos [28] y [24], respectivamen-
te.

Por su parte, el estudio de similitud musical se enmarca en el campo de la tec-
nologia musical, la musicologia y la psicologia. Por un lado, estd relacionado con
aspectos de actstica (frecuencia fundamental, armoénicos, energia, etc.). Por otro, el
estudio de similitud requiere analizar aspectos musicales (ritmo, métrica, armonia,
conduccién de voces, fraseo, etc.). Por dltimo, también se han de tener en cuenta
variables psicosociales (emocién, cardcter, aspectos socioculturales, etc.). Algunos
trabajos destacados son [22] y [30].

Finalmente, el problema de la transcripcion automdtica involucra areas como la
de tratamiento de la senal, inteligencia artificial, psicologia musical o extraccion de
informacion musical (MIR). El lector interesado en la transcripcién automaética del
cante flamenco puede consultar el articulo [14].

Este tipo de cuestiones permiten, por otra parte, plantear tareas de trabajo do-
cente y divulgativo en ambos sentidos, esto es, tanto para los estudios de misica
como para la enseflanza de las matematicas en distintos niveles educativos. En defi-
nitiva, pueden ser utilizadas para ampliar la perspectiva del piiblico general respecto
de las matematicas y también del flamenco, a veces considerado como musica menor
por quien la desconoce.

2. UN BREVE APUNTE SOBRE LOS CANTES FLAMENCOS

Realizamos en esta seccién una breve introduccién al mundo de la misica flamen-
ca con el objetivo de enfocar al lector no aficionado en el marco de las peculiaridades
de este arte. Ante todo, debemos observar que, como musica de tradicién oral, el
flamenco se crea, desarrolla y transmite de forma diferente e independiente de la
musica occidental o clasica. Por tanto, ha desarrollado sus propias reglas e incluso
su propia jerga o lexicén. De igual forma, las prioridades, la evaluacion y gusto por
una interpretacion no coincide necesariamente con las valoraciones en otras musicas.

Debido a que los problemas mencionados aqui han sido sugeridos en el estudio
de aspectos ritmico-melddicos del cante, solo nos referiremos a conceptos bésicos
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de ritmo y melodia. Para una descripciéon mas detallada de otros conceptos como
armonfa, estructura, forma, métrica o temética, pueden consultarse los manuales [13,
12]. Aspectos fundamentales que conviene resaltar para introducirse en el contexto
musical flamenco son: el compds, la ornamentacion y la improvisacion. En todos se
da el fenomeno paradéjico de la «obligacion» frente a la «libertad». Lo explicamos
someramente sin animo de formalizacién ni rigor.

Sobre compds: Los cantes flamencos (nétese que no se dice cantos sino cantes)
estdn ajustados a un metro ritmico (compés) que se repite periédicamente, que no
es mas que una distribucién de acentos en una secuencia corta de pulsos. Resulta
crucial para el cantaor ajustar las frases a ese ciclo peridédico de acentos, y una
de las peores criticas de los aficionados flamencos reside en lo que denominan «ir
atravesadoy, esto es, ir desajustado con respecto al compés. Por otra parte, toda
vez que el intérprete tiene «interiorizado» el compas, puede realizar juegos de tempo
usando recursos como silencios, fraseos largos, etc., que enriquecen el colorido ritmico
de la ejecucion. Se conjuga, por tanto, sometimiento y libertad en el ritmo.

Sobre ritmo y compéas en flamenco, hay que aclarar que hablaremos de compéas
cuando nos referimos al patrén de acentos (secuencia de palmas o golpes fuertes)
que se repite a lo largo del cante (se puede observar en la guitarra o en la percusién).
Sin embargo, el ritmo es un concepto mdas amplio, se refiere a la forma (o «juego»
temporal) con la que se interpreta el cante, el toque o el baile a partir de un metro
o compads estricto. Es usual, de todas maneras, que se hable de compés o ritmo
indistintamente para referirse a cualquiera de los dos conceptos.

La ritmica flamenca presenta tres tipos de compases o distribuciones de acen-
tos: binario (acento fuerte cada 2 o 4 tiempos), ternario (cada 3 tiempos) y «de
amalgamay, siendo este una combinacién de los anteriores, y que resulta el méas ca-
racteristico y singular en el flamenco. En las figuras 1 y 2 se representan los patrones
ritmicos ternarios del flamenco con la notaciéon de caja y numérica, respectivamente.
Los acentos (golpes) fuertes se colocan en los lugares sefialados. El lector puede eje-
cutarlos tocando palmas fuertes en los lugares sefialados en negrita y palmas débiles
en los no senalados. Hemos etiquetado cada compés con un estilo o palo flamenco
que lo utiliza, aunque no son exclusivos del estilo etiquetado. Por ejemplo, el esque-
ma del fandango se usa en sevillanas, a veces en bulerias. El esquema de soled se usa
también en alegrias, el de guajira en peteneras, etc.

Sobre melodia: La informacién que disponemos sobre la procedencia de las me-
lodias del flamenco es escasa. Algunas melodias proceden de canciones populares o
folcléricas que los cantaores adaptaron a la estética flamenca, y otras pueden ser
atribuidas a los propios intérpretes. Como ejemplo de las primeras podemos citar la
melodia de las peteneras, y como paradigma de la creacién personal citamos los fan-
dangos personales, que toman a veces el nombre de la localidad donde se desarrolld
y, otras, el nombre del artista o supuesto creador (fandango de Huelva, de Alosno,
fandango del Nifio Gloria, del Carbonerillo, de Chocolate, etc.).

Destacamos en las melodias flamencas el uso continuado de ornamentacién, melis-
mas (ejecucion de varias notas en la misma silaba) y la falta aparente de regularidad
ritmica. Esto altimo se debe a que el ritmo melddico del cante no suele seguir es-
trictamente el metro o compéas que marca la percusién y la guitarra, aunque la frase
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o] | @l | @ | |@ [ ] [123456789101112]- fandango

[T Je] [ e [@ [@ @] [123456789101112]- soled

[T [ [ | [e[e] (@ [@ 1234567891011 12]- buleria

‘o] [® [® | [® | [® | (1234567891011 12 - sequiriya

(o] [ (@] [ Jo] (@] [@ | 1234567891011 12]- guajira
Figura 1: Notacién de cajas. Cinco Figura 2: Notacién numérica de los
patrones ritmicos de 12 tiempos. patrones ritmicos ternarios del fla-

menco.

melddica ha de terminar con el compés en cada ciclo. Por otra parte, debemos notar
que, aunque existe un patrén melédico establecido en cada cante, la interpretacién
de las melodias presenta variaciones sobre el patron que dependen de las facultades
o preferencias estéticas del cantaor o de la escuela de cante a la que pertenece el
intérprete. En efecto, podemos oir el mismo cante (con la misma letra) interpretado
de forma diferente por Antonio Mairena o Camardén de la Isla. Esto se debe, en
gran parte, al uso personal del fraseo (organizacién de frases), ornamentaciones y
al timbre, que le dan al cante flamenco una estética facil de reconocer y diferenciar
con otras musicas cantadas. En cualquier caso, como factor comin a las melodias
flamencas podemos identificar cierto tipo de motivos ornamentales y de fraseo que lo
hacen interesante como objeto de estudio musicolégico. Finalmente, hacemos notar
aqui que, desde el punto de vista de la tecnologia musical (drea que estudia la musi-
ca usando programas informéticos), la ornamentacién barroca del flamenco dificulta
la separacién automatica de las notas principales (patrén melddico) y los adornos
(melismas) [16, 15].

3. REPRESENTACION GEOMETRICA DE RITMO Y MELODIA

3.1. CoMmPAsS

Para analizar la musica del flamenco necesitamos una codificacién de los para-
metros musicales que deseamos estudiar. En el caso del ritmo, ya vimos en la secciéon
anterior dos posibles notaciones de los patrones ritmicos: notaciéon numérica y de
cajas. Veremos ahora dos notaciones (transcripciones o anotaciones) geométricas: la
cronotonica v la poligonal.

La representacion cronoténica o de histogramas fue propuesta, en un principio,
para el reconocimiento automatico de la voz [19]. Consideremos el patrén del rit-
mo de la seguiriya, dado por (123456789 10 11 12]. En esta representacion
numérica, las duraciones relativas de los espacios de tiempo entre dos acentos con-
secutivos no se pueden observar facilmente. El tiempo que separa un acento (ataque
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ataque

Fandango

ataque

Soled

012 345 67 89 1011 12

ataque

Buleria

tiempo

ataque

012 3 45 67 89 1011 12

Seguiriya

tiempo

012 345 67 89 1011 12

tiempo

4 5 6 7 8 9 10 11 12

tiempo
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ataque

Guajira

012 345 67 89 1011 12

tiempo

Figura 3: Representacién cronoténica de patrones ternarios flamencos.

musical) del siguiente determina la dindmica del ritmo. Para obtener una repre-
sentacién grafica que no pierda la informacién temporal, tomamos el tiempo entre
cada dos ataques (acentos) en dos dimensiones, tal como se ilustra en la figura 3.
Notese que se pretende visualizar el tiempo de espera entre cada dos acentos en
ambas direcciones (horizontal y vertical), y en cada eje se comienza en tiempo 0
(cronémetro). Cada espacio temporal entre acentos (intervalo ritmico) se representa
como una caja bidimensional y ambos ejes, x e y, representan la longitud temporal
del intervalo. Las uniones de los cuadrados representados en la figura 3 se pueden
ver como funciones escalonadas mondtonas del tiempo que representan el perfil o
comportamiento temporal del compéas con respecto al «tiempo de espera» entre dos
acentos consecutivos.

La representacion poligonal parte de considerar los doce pulsos del compés como
puntos equidistantes en un circulo, de forma que podemos imaginar un collar de
perlas blancas (acentos débiles) y negras (acentos fuertes) en forma o diagrama de
reloj (figura 4). Esto tiene sentido porque el compés se repite en el tiempo (periédi-
camente). Si unimos cada dos acentos fuertes consecutivos del compés nos aparece
el poligono cuyos vértices son precisamente esas perlas negras. En la representacién
poligonal de la figura 4, el «1» marca la posicién en la cual comienza el patron rit-
mico y los vértices indican dénde estdn los acentos. La representacion de las notas
de una escala musical mediante un poligono en un diagrama de reloj aparece ya en
un articulo publicado en 1937 por E. Krenek [25]. La usamos aqui para visualizar
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los compases del flamenco.

6
Buleria

Fandango

6

Seguiriya Guajira

Figura 4: Cinco compases ternarios del flamenco.

3.2. MELODIA

La melodia es el pardmetro determinante en una cancién. De hecho, el término
melodia proviene del griego meloidia (uelwdia), que significaba «canto coral» y se
identifica con la cancién en si.

Una melodfa nos puede venir representada en formato simbélico (cadena de ca-
racteres) o de audio (curva de frecuencias o alturas que provienen de la sefnial del
sonido). Como formatos simbolicos destacamos las transcripciones en partituras o
un fichero MIDI. El formato simbélico lo denominamos discreto (cantidad finita de
datos), y el de audio se corresponde con el caso continuo (viene dado por una curva
de frecuencias). Puesto que resulta mas adecuado el andlisis musical de representa-
ciones discretas, han sido propuestas diversas «simplificaciones» de la melodia cuya
naturaleza depende del estudio que se desea realizar. Por ejemplo, no se requieren los
mismos detalles en la transcripcién de una melodia para discriminar dos canciones
distintas o dos interpretaciones de la misma cancién. La representaciéon simbodlica
mas simple de una melodia consiste en una cadena de simbolos del alfabeto com-
puesto por las notas musicales, por ejemplo, la cadena C' DFE representa la secuencia
melddica «Do Re Mi».

3Resulta curioso que los mariachis en México usan el término melodia para referirse a una
cancién.
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Una melodia puede definirse de forma discreta como una sucesién de sonidos
que incluye alturas y duraciones, esto es, una sucesién de frecuencias de sonido
con un ritmo asociado que se percibe como una sola identidad. De esta forma, una
melodia puede representarse, de manera simplificada, como una sucesién de pares
M = {(t1, f1), (ta, f2), .-, (tn, fn) }, t1 < t2 < .-+ < t,, donde n se identifica con la
longitud de la melodia. Puesto que esta representacién no es invariante a cambios
de altura o de tempo musical, también se usa la representaciéon por intervalos, esto
es, [y = (ta —t1, fo— f1), la = (tz3 —to, f3 — f2), ..., In—1 = (tn —tn—1, fo — fu—1), ¥
entonces M = {I, I5,...,I,_1}. La importancia de la representacién por intervalos
estriba en que, a veces, es importante la direcciéon en la que se orienta la melodia
(direccion melddica). Siunimos los puntos del conjunto discreto M = {(¢;, f;)} obte-
nemos una curva poligonal que se conoce por el nombre de contorno melddico. Notese
que un aspecto clave del comportamiento de la melodia lo constituyen los picos o
extremos de la funcién poligonal (lineal a trozos). Pongamos un ejemplo con un can-
te flamenco monofénico, la debla «En el barrio de Trianay. En la figura 5 se ilustra
la senal de audio (parte superior) y la frecuencia fundamental (parte inferior). En
la parte inferior se representa una segmentacién (simplificacién de la melodia). Los
datos para esta segmentacion en el intervalo de tiempo [0, 8], esto es, la primera fra-
se melddica, son M = {(0,2,385), (0,4,407), (2,2, 407), (3, 385), (3,3,407), (4,3, 385),
(4,7,407), (5,2,385), (5,8,407), (6,1, 385), (6,5, 330) }. En notacién de intervalos, cada
punto bidimensional serd de la forma (A(t;), A(f;)) y podemos trazar el contorno
melddico uniendo los puntos.

Para concluir, una melodia puede representarse de diversas formas dependiendo
de la informacién que queremos extraer, pudiendo ser una funcién continua, escalo-
nada (ventana inferior en la figura 5) o poligonal mondtona en el tiempo.

4. RITMOS REGULARES. PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

4.1. RITMOS DE MAXIMA AREA

Una de las propiedades que los musicélogos y matematicos han observado en
distintas musicas de tradicién oral es la denominada regularidad del ritmo (o de
la escala musical). Como ritmos regulares se han definido aquellos que maximizan
cierta medida geométrica. Por ejemplo, atendiendo a la representaciéon poligonal de
un ritmo, podemos considerar como medida de regularidad la Suma de las distancias
entre cada par de acentos (perlas negras del collar), o bien el Area del poligono
ritmico. De esta forma, podemos hacer la siguiente pregunta:

Problema 1: Pentiagono inscrito de maxima regularidad. Dada una medida
de regularidad (Area, Suma, ...) y 12 puntos uniformemente distribuidos en
un circulo, scudl es la eleccion de 5 de esos puntos de forma que el pentdgono
que determinan maximice la medida?

Este tipo de problemas involucra campos matematicos como la combinatoria y
la geometria, y han sido tratados por los matemaéticos desde hace bastante tiempo.
En 1956, el matematico hingaro F. Téth [32] estudia el caso continuo. Téth prueba
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Figura 5: Transcripcién automética de una frase melddica flamenca.

que un conjunto de n puntos sobre un circulo que maximizan la suma de las dis-
tancias entre cada par de puntos se encuentra precisamente en los vértices de un
poligono regular de n lados. Dicho de otro modo, los vértices estan distribuidos tan
regularmente como sea posible sobre la circunferencia del circulo. Con respecto al
criterio de mdzima drea, usando geometria elemental puede probarse que para n = 3
(tres puntos) se cumple que el tridngulo de drea méxima inscrito en un circulo es
un tridngulo regular, esto es, equilatero*. Usando argumentos geométricos, que no
trataremos en este trabajo, puede probarse el caso general, esto es, El poligono de n
vértices inscrito en un circulo que mazimiza el drea es un poligono regular (cuadrado
para n = 4, pentdgono reqular para n =5, etc.).

El caso que nos ocupa en la musica corresponde a lo que llamamos la version
discreta del problema, esto es, la eleccién de los vértices del poligono se hace sobre un
conjunto de puntos fijados de antemano (Problema 1). El problema discreto general
se formula asi:

Problema 2: Poligono inscrito de maxima area. Considera un circulo con n
puntos equidistantes situados sobre su circunferencia. ;Como elegir k < n de
esos puntos de forma que el poligono que generan los k vértices sea de drea
mazima entre todas las posibles elecciones de los k puntos?

En el caso de los ritmos flamencos tenemos n = 12 y k = 4 (fandango) o k = 5
(soled, bulerfa, seguiriya y guajira).

4Este problema puede probarse formalmente por «reduccién al absurdo» en cursos de E.S.O.
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Veamos a continuacion la prueba de que el poligono que representa al compas de
soled es el pentdgono de maxima area. Puesto que los 12 puntos estan distribuidos
uniformemente sobre la circunferencia, el area de un poligono inscrito puede escri-
birse como suma de tridngulos anclados en el centro O del circulo (figura 6). Estos
tridngulos son isdsceles (el radio del circulo es la longitud de dos de sus lados). El
angulo interior que corresponde al vértice que estd en el centro del circulo es, de
hecho, de 30 grados. De esta forma, la distribucién de 5 puntos negros elegidos de
entre los 12 puede ser codificada por un vector que indique la cantidad de triangulos
que hay entre cada dos acentos consecutivos. Por ejemplo, soled puede denotarse
por 33222 y buleria por 34122. Para probar que soled tiene més area que buleria
basta ver la desigualdad para las dreas de los poligonos que estan marcados en la
figura 6 (puesto que el resto del drea es la misma para los dos compases). Notamos
aqui que, aunque esto es visualmente palpable, se requiere una prueba formal pues
la percepcion visual puede ser enganosa. Para la prueba formal se propone usar tri-
gonometria béasica. Es ficil comprobar que el drea del tridngulo O78 (de vértices el
centro O, y los puntos 7 y 8) es exactamente la mitad del seno de 30 grados, esto
es, Aprg = %. De igual forma, el area del tridngulo O68 es Apgs = %. Por
tanto, el drea del poligono marcado para el caso de soled es

sen60° sen90° V3 1
Aoes + Aoze = 5 T —74‘5
Para el poligono marcado en el caso de la buleria, tenemos
sen30° senl120° 1 1 1
o8 + Aosr 5 + 5 1 + 179

Soled=33222 Buleria=34122

Figura 6: Solea tiene mas area que buleria.

Queda entonces probado que el area del poligono que representa la soled es su-
perior al area del que representa la buleria. De hecho, no es dificil probar que la
representacién 33222 es la de mayor area posible salvo permutaciones (el area de
32322 es la misma que 33222 pues se trata de permutar dos tridngulos). Nétese que
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una distribucién distinta a una que contiene dos «3» y tres «2» tendria que conte-
ner un «4» y un «1», y que, colocando como vecinos los tridngulos de «4» y «1»,
pueden transformarse en dos triangulos, uno de «3» y otro de «2» que, como hemos
visto, suman mayor area. Como consecuencia de lo anterior, las distribuciones de 5
puntos 33222 y 32322 son las de mayor area. Los ritmos soled, seguiriya y guajira
se corresponden con 33222, donde el inicio del compas es distinto en casa caso. Por
tanto, soled, seguiriya y guajira son de maxima &area, pero buleria no. El ritmo del
fandango es también de méxima &area sobre todas las elecciones de 4 puntos entre
doce equidistantes en la circunferencia. Como conclusion, y de cara a la aplicacion
musicologica, podemos decir que la mayoria de los ritmos flamencos cumplen la pro-
piedad de «méxima 4rea» y el compds buleria® no sigue el concepto de regularidad
de los demds. Faltaria hacer un estudio con sujetos (aficionados y no aficionados al
flamenco) para confirmar o no la teoria de que la propiedad de maxima drea es de
preferencia en el flamenco. Para una descripcién de otras propiedades de preferencia
puede consultarse [8].

4.2. MINIMIZANDO EL MAXIMO SILENCIO. EL PROBLEMA MINMAX

Consideremos ahora el problema anterior de méaxima &rea como un problema
geométrico de aproximacién de poligonos. Dado el dodecigono regular cuyos vérti-
ces son los 12 puntos del diagrama de reloj, podemos considerar su diferencia con
respecto al poligono de solea. En la figura 7 se ilustra la diferencia de area entre
estos dos poligonos como la suma de las areas de poligonos que quedan entre cada
dos vértices de soled (llamamos «orejas» a estos poligonos). Notese que maximizar el
area de un poligono de 5 vértices es equivalente a minimizar la suma de las areas de
las orejas. Si denotamos los poligonos oreja por sus vértices extremos, en la figura 7
tenemos que minimizar el drea A(0,3) + A(3,6) + A(6,8) + A(8,10) + A(10,0). Este
criterio podemos denominarlo minsum, pues minimiza la suma de las areas restantes.

Consideremos ahora otro criterio (habitual en optimizacién geométrica) conocido
como criterio minmax y cuyo objetivo es minimizar el maximo, esto es, minimizar
el area de la mayor oreja. Esto podemos interpretarlo musicalmente como que se
desea tener silencios de la menor duracién posible entre dos notas consecutivas.
Claramente, el patrén ritmico buleria no se ajusta al criterio minimax, pues su
mayor oreja tiene 5 vértices y es posible encontrar otro ritmo cuya mayor oreja tiene
menos area (soled, seguiriya y guajira). El problema matemético en esta seccién es:

Problema 3: Mayor silencio minimo. Considera un circulo con n puntos equi-
distantes situados sobre su circunferencia. ;Cdémo elegir k < n de esos puntos
de forma que el poligono que generan los k vértices minimice el drea de la
mayor oreja de entre todas las posibles elecciones de k puntos?

En el caso del flamenco resulta evidente que el poligono soled es solucion del
problema anterior, pues no se puede obtener una configuracion de 5 vértices con una
oreja de menos de 4. En general, para n y k cualesquiera, es facil ver cémo encontrar

5Resulta de interés notar que este metro ritmico, conocido como «soniquete modernoy, se usa
fundamentalmente al cantar la buleria por soled, que es un hibrido entre buleria y solea.



LA GACETA x SECCIONES 525

Soled=33222 Buleria=34122

Figura 7: Soled tiene el mayor silencio (oreja) més pequefio que buleria.

los poligonos que satisfacen el criterio minmax. Lo vemos aqui particularizado para
n =12 y k = 5 con objeto de que el lector lo pueda generalizar.

Dado un poligono () inscrito en el circulo con k (= 5) vértices sobre los n (= 12)
puntos dados, diremos que @ tiene longitud £ si la mayor subcadena de puntos
entre dos vértices consecutivos de () tiene exactamente £ 4 1 vértices. En nuestro
ejemplo, soled tiene longitud 3 y buleria longitud 4. Realmente, la longitud coincide
con el nimero de vértices de la mayor oreja menos uno (no contamos el dltimo).
Pues bien, tenemos 12 puntos, 5 subcadenas (orejas) y el teorema del resto: n =
k-q+rcon0<r <k-—1. En nuestro caso, 12 = 5 -2 + 2. Por el principio del
palomar ha de haber, al menos, una subcadena con [15—2] = 3 puntos. El principio
del palomar, también conocido como de Dirichlet, dice que si tenemos n palomas y
k < n palomares, al menos un palomar ha de tener [] palomas. Para visualizarlo
en nuestro caso, tomamos las perlas negras como palomares y todas las perlas como
palomas. Entonces, ha de existir al menos una perla negra seguida de dos perlas
blancas. Dicho de otro modo, el poligono solucién tiene una oreja de longitud 3
y, por tanto, cualquier combinacién de cinco vértices que tenga como maximo esa
longitud corresponde a un poligono éptimo, esto es, que minimiza la maxima oreja.
Por tanto, cualquier distribucién de 5 puntos conteniendo dos «3» y tres «2» nos vale,
por ejemplo 33222 (soled) o 32322 (que no corresponde a ningin ritmo flamenco).

5. MEDIDAS MATEMATICAS DE SIMILITUD. COMPARANDO DOS CAN-
TES FLAMENCOS

Esta cuestion resulta crucial cuando se plantea un método cientifico para inves-
tigar sobre el origen y evolucién de las musicas de tradicion oral. De igual forma,
resulta de utilidad si estamos interesados en establecer una clasificacién de estilos
musicales. El concepto crucial en este estudio es lo que se conoce como similitud mu-
sical. El andlisis de similitud musical constituye un area apasionante de investigacion
donde podemos encontrar multitud de problemas matematicos de gran interés. Basta
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decir que la similitud se calcula en base a una medida o distancia entre dos interpre-
taciones musicales, y el concepto de distancia entre dos objetos estd bien formalizado
en matematicas. En la préctica, el calculo de la similitud es un problema dificil de
abordar puesto que entran en juego elementos subjetivos como la percepcién y el
contexto socio-cultural. Para tener una idea del peso de este concepto fuera de las
matematicas, senalamos su uso actual en la resolucién de conflictos judiciales de
propiedad intelectual (copyright) en Estados Unidos [3]. Aunque se han propuesto
medidas de similitud desde las mateméticas, conviene resaltar que no basta con defi-
nirlas tedéricamente, sino que se requiere validacién perceptual, esto es, experimentos
con grupos de personas que demuestren que las medidas se ajustan a la similitud per-
ceptual de los aficionados. Un estudio de medidas matematicas de similitud ritmicas
puede consultarse en [23, 31, 17].

5.1. SIMILITUD RITMICA

Haremos referencia a dos medidas de similitud, que fueron presentadas en [10] y
dan buenos resultados en el caso de los compases flamenco: la distancia cronoténica
y la distancia de permutacion.

5.1.1. CALCULANDO AREA: DISTANCIA CRONOTONICA

La distancia cronoténica fue propuesta por Gustafson [18], en el campo de la
fonética, para medir la similitud entre dos grabaciones de habla (reconocimiento
de voz). Si tenemos dos patrones ritmicos representados en forma cronoténica, tal
como ilustrabamos en la figura 3, la distancia cronoténica se define como el area de
la diferencia de dichas representaciones. Pongamos un ejemplo: si superponemos las
representaciones cronotonicas de fandango y seguiriya, el area comprendida entre
ellas es igual a 6 (véase la figura 8). De esta forma, podemos obtener la distancia o
disimilitud cronotoénica, d., entre cada dos ritmos del flamenco, y obtenemos la tabla
o matriz (simétrica) que contiene la informacién del «parecido» o similitud entre los
compases flamencos atendiendo a esta medida (cuadro 1).

A

ataque

»
>

|
1
001 2 345 67 89 10 11 12 tiempo

Figura 8: Distancia cronoténica entre fandango y seguiriya.
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d. Soled | Buleria | Seguiriya | Guajira | Fandango
Solea 0 6 8 4 10
Buleria 6 0 12 8 14
Seguiriya 8 4 0 8 6
Guajira 4 8 8 0 6
Fandango 10 14 6 6 0

> 28 40 34 26 36
Max 10 14 12 8 14

Cuadro 1: Tabla de distancias cronotdnicas.

Si sumamos las columnas de la matriz de similitud obtenemos las distancias de
cada patrén ritmico a los demés. Esta cantidad, denotada por > en la tabla, nos da
un dato numérico de lo «cercano» o «alejado» que estd una distribucién ritmica con
respecto a las demas. De este modo, si tomamos como criterio de cercania la suma
de distancias, podriamos decir que el compas de buleria es el mas «alejado» a los
demas y el compés guajira el mas «cercano».

Otro criterio consiste en tomar el maximo de las distancias en lugar de la suma.
El resultado para cada compas se ha denotado por Mdz en el cuadro 1. Atendiendo
al criterio de distancia méxima, el compas méas cercano a los demas es nuevamente
el de guajira. Una posible interpretaciéon musicolégica de estos célculos sugiere que
el patron de la guajira representa el prototipo de la mezcla ritmica que supone la
identidad de los ritmos del flamenco. En todo caso, esto no deja de ser un estudio
piloto sobre patrones ritmicos que requiere un estudio musical completo aderezado
con informacién histérico-cultural de la musica en cuestion.

5.1.2. CALCULANDO INTERCAMBIOS: DISTANCIA DE PERMUTACION

Una permutacion puede afectar a dos términos no necesariamente consecutivos
de una serie o sucesién de elementos. En el caso de considerar permutaciones de
elementos consecutivos, a la permutacion la denominamos intercambio. Notemos
que el patrén que hemos llamado buleria difiere de la solea en un intercambio entre
los posiciones 6 y 7 (figura 9).

Esta minima operaciéon resulta un cambio importante en la percepcién musical
de la pieza y, por tanto, es digna de ser tenida en cuenta como modificacién entre los
patrones ritmicos del flamenco. Precisamente, usaremos esta operacién al estudiar
los mecanismos de similitud ritmica. Cabe destacar que este «soniquete modernoy, el
patrén que hemos etiquetado como bulerfa (muy comin cuando se canta buleria por
soled), posee una estética sonora especial, pues el intercambio realizado supone crear
un estado de silencio desde la posicion 3 a la 7, y después se experimenta un estado
de tension en las posiciones 7 y 8 con dos acentos fuertes consecutivos. Esta forma
de distribuir los acentos (fraseo percusivo) imprime al patrén de palmas un efecto de
tension-resolucién que dota al cante, toque y baile de una estética con claro «sabor
flamenco». Este tipo de cambios pudieran estar presentes en el proceso compositivo
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Buleria

Solea

Figura 9: Un intercambio es suficiente para cambiar el compaés.

de innovadores tales como Paco de Lucia (figura 11) y otros guitarristas del flamenco.
En [7] se estudia la aportacién de los guitarristas flamencos a la evolucién de los
cantes.

Lo anterior fundamenta la definicién de distancia de permutacién propuesta en [9,
10]. La distancia de permutacién entre dos patrones ritmicos P; y Ps, dp(P1, P2),
se define como el nimero minimo de intercambios que permite transformar un com-
pas en el otro. Este concepto, ademas, tiene el mismo espiritu que la distancia de
Hamming, propuesta para resolver problemas con aplicaciones reales en teoria de
la informacidn [21]. R. W. Hamming (1915-1998) fue un matemadtico estadouni-
dense cuyo trabajo tuvo muchas implicaciones en el avance de la informatica y las
telecomunicaciones® (figura 10).

La distancia de Hamming entre dos cadenas de cédigos de igual longitud mide el
numero de sustituciones requeridas para transformar una cadena en la otra. Ponga-
mos un ejemplo: si tenemos las cadenas binarias C; = [1011101] y Cy = [1001001],
la distancia de Hamming entre ellas es d;(C1,Cy) = 2. Aqui, la operacién bésica
sobre la que se realiza el conteo es la sustitucion. En el contexto de la musica fla-
menca, en [9] se tomé como operacion bésica el intercambio o permutacién entre
pulsos consecutivos, y se llamé distancia de permutacion entre dos compases al mi-
nimo numero de intercambios necesarios para transformar un compés en el otro. Si
representamos los patrones soled y bulerfa con «unos» y «cerosy» (teorfa de cddigos),
obtenemos So = [001001010101] y Bu = [001000110101]. La distancia de Hamming
entre ellos es igual a 2, y la distancia de permutacién es igual a 1.

Una vez que tenemos dos representaciones binarias (ritmos), el calculo eficiente de
la distancia de permutacion entre ellas requiere cierta habilidad. Aqui solo trataremos
el caso en el que las cadenas binarias (compases) tienen el mismo niimero de «unos»

6Durante la Segunda Guerra Mundial, R. W. Hamming se integré en el proyecto Manhattan
para determinar la solucién de algunas ecuaciones proporcionadas por los fisicos del proyecto. El
objetivo del programa era descubrir si la detonacién de una bomba atémica podria incendiar la
atmoésfera. El resultado del célculo era que la ignicién no ocurriria, asi que los Estados Unidos
utilizaron la bomba, primero como prueba en Nuevo México y poco més tarde en Hirosima contra
Japén.
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Figura 10: R. W. Hamming. Figura 11: Camarén de la Isla y Paco de Lucia.

(acentos fuertes). En el caso del flamenco, soled, buleria, seguiriya y guajira, tienen
5 acentos fuertes. El problema general que queremos resolver es el siguiente:

Problema 4: Céalculo de la distancia de permutacién. Considera dos cadenas
binarias de n digitos (n arbitrario) que tienen el mismo nimero de unos (y
por tanto el mismo nimero de ceros). Diseriar un procedimiento que calcule
eficientemente la distancia de permutacion entre ellas.

Noétese que cuando n es pequeno, como en el caso del flamenco (n = 12), este
calculo puede realizarse a ojo. En la figura 12 se representa el nimero minimo de
intercambios necesarios para transformar el compés de seguiriya en el compés de
guajira. Pero si pensamos en el problema general, para cadenas de cdédigos con una
gran cantidad de elementos, por ejemplo n = 100, no podremos hacerlo a ojo. Para
ello, usamos la siguiente idea: representamos cada cadena como un vector que indica
las posiciones donde se encuentran los «unos». Por ejemplo, seguiriya la represen-
tamos como Se = (1,3,5,8,11) y guajira como Gu = (1,4,7,9,11). Observamos
ahora que el nimero minimo de intercambios necesarios puede calcularse sumando
las diferencias (en valor absoluto) entre las coordenadas de estos vectores auxiliares.
;Por qué? Entonces, ;jcual es el maximo nimero de operaciones que se requieren
para calcular la distancia de permutacién entre dos cadenas de n elementos?

En general, cuando queremos transformar una cadena en otra que no tiene la
misma cantidad de unos, se aplican las siguientes restricciones (ponemos un ejemplo
en la figura 13):

1. Se convierte el ritmo de mds acentos fuertes (seguiriya en el ejemplo), al de
menos acentos fuertes (fandango).

2. Cada acento (palmada fuerte) del mayor ha de moverse a un acento del menor.

3. Cada acento del menor (fandango en el ejemplo) ha de recibir al menos un
acento del mayor (seguiriya).

4. Los acentos no pueden cruzar el final de la cadena y aparecer por el principio.
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Seguiriya [e] (e[ (e[ | (o[ | [e®] |
Guajira  [o[ [ e[ [ (o] e[ o] ]

O+1+2+1+O

Figura 12: Los puntos negros se interpretan como «palma fuerte» y las cajas blancas
como «palma débily. d,(Se, Gu) = |1 —1|+[3—4|+ |5 -7+ |8 - 9|+ |11 - 11| = 4.

El problema general del calculo de la distancia de permutacién entre dos cadenas
binarias cualesquiera de gran tamano, requiere un estudio mas elaborado que se
escapa del objetivo de este trabajo. Notamos que la asignacién de acentos para el
caso de cadenas con el mismo nimero de «unos» es una biyeccién («de uno a uno»).
Sin embargo, para el caso de cadenas con distinta cantidad de unos, la asignacién
ha de ser no inyectiva («de varios a uno») y sobreyectiva («aplicada a todos los unos
de la menory). El lector interesado en profundizar en este tema puede consultar el
trabajo [2].

Seguiriya m o (o | [ [ (@]

\///

Fandango [e] T Te[ [ [e] [ lel
O—|—1+1+1+1

Figura 13: Se transforma el ritmo que tiene méas acentos fuertes en el ritmo de menos
acentos. dp(Se, Fa) = 4.

Al igual que hicimos con la distancia cronoténica, ahora podemos obtener la
distancia de permutacion entre todos los ritmos ternarios flamencos tal como pre-
sentamos en el cuadro 2.

dp Soled | Buleria | Seguiriya | Guajira | Fandango
Solea 0 1 11 7 7
Buleria 1 0 12 8 8
Seguiriya 11 12 0 4 4
Guajira 7 8 4 0 2
Fandango 7 8 4 2 0

S 26 29 34 21 21
Mazx 11 12 12 8 8

Cuadro 2: Tabla de distancias de permutacién.



LA GACETA x SECCIONES 531

Observemos que para esta medida de similitud, y tomando la suma de distancias,
>, como criterio de cercanfa, es el compds de seguiriya el mas alejado, y guajira
y fandango empatan como los compases mas parecidos a los deméas compases. Por
otro lado, si tomamos el criterio de la méaxima distancia, Mdz, el compéas mas alejado
vuelve a ser bulerfa (d,(Bu, Se) = 12) y también seguiriya’.

Este estudio de similitud puede ser tenido en cuenta, a la hora de investigar el
origen de los ritmos flamencos, interpretando estos como «seres vivos» que evolu-
cionan en el tiempo en funcién de pardmetros sociales (preferencias, modas, etc.).
De esta forma, haciendo uso de este simil, podemos usar las técnicas propias de
Bioinformaética, que representan los datos de la matriz de similitud en un drbol fi-
logenético que puede generarse con herramientas como SplitTree®. En las figuras 14
y 15 hemos representado los drboles filogenéticos (en general se requieren grafos)
que se obtienen para los casos de distancia cronoténica y distancia de permutacién,
respectivamente. En los nodos se encuentran los seres vivos (los palos flamencos en
nuestro caso), y la distancia entre dos nodos en dicho drbol coincide con la distancia
dada en la matriz. Finalmente, indicamos aqui que esta metodologia puede genera-
lizarse a otros parametros musicales y utilizarse para realizar un estudio cientifico
sobre la evolucién y/o clasificacién de los estilos del flamenco® [4].

, Buleria
Buleria

Solea

Guajira

Fandango 1 )

Guajira
Seguiriya
Fandango Seguiriya
Figura 14: Arbol filogenético segin Figura 15: Arbol filogenético segtin
la distancia cronoténica. la distancia de permutacion.

7Este hecho pone en duda la teoria de que la seguiriya en un estilo primigenio del flamenco como
se indicaba en [26].

8http://www.splitstree.org/

9Estas herramientas deberfan utilizarse con cautela e interpretarse como complemento a otras
que se desarrollen desde otras Opticas cientificas como la historiogréfica o antropolégica.
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5.2. SIMILITUD MELODICA. LA DISTANCIA DE EDICION

Como vimos en la seccién 3.2, una melodia puede codificarse como una sucesién
de pares M = {(t1, f1), (t2, f2), ..., (tn, fn)} que representan las notas o alturas f;
emitidas en cierto tiempo ¢;. Si omitimos los tiempos, podemos representar una
melodia como una cadena de simbolos o caracteres M = (f1, fo,..., fn)-

Problema 5: Distancia de similitud melédica entre cadenas. Dadas dos ca-
denas de caracteres (simbdlicos o numéricos) representando dos melodias, di-
sefiar una medida o distancia entre ellas (que sea vdlida perceptualmente) para
evaluar el «parecidoy entre las dos. Dos melodias con poca distancia entre ellas
deben corresponder a canciones similares.

A continuacién, se introduce una propuesta basada en la bien conocida distancia
de edicion. La distancia de ediciéon entre dos cadenas, también llamada distancia
de Levenshtein'®, se define como el niimero minimo de caracteres que se tienen que
sustituir, insertar o borrar para transformar una cadena en la otra. La distancia
de edicién se llama ponderada si considera pesos diferentes asociados a las opera-
ciones sustituir, insertar o borrar, y la distancia sera la suma de todos los pesos.
Se puede considerar como una generalizacién de la distancia de Hamming. Vea-
mos un ejemplo sencillo. Consideramos dos melodias representadas por las cadenas
M; = LA-SOL-FA-MI y M> = DO-SOL-FA. M; corresponde a la sucesién de acor-
des de la cadencia andaluza, tan caracteristica del flamenco. Estas dos secuencias
armonicas se usan con frecuencia en el flamenco; por ejemplo, en el paseillo o in-
troduccién del fandango se usa M;, y durante la ejecucién de la letra propia del
fandango se usa M. A simple vista podemos transformar M; en M sin mas que
sustituir LA por DO y eliminar el MI del final. En este caso, la distancia de edicién
no ponderada es igual a 2.

En este punto nos preguntamos si 2 es, en efecto, el minimo ntimero de operacio-
nes necesarias, y si podemos idear un método eficiente para calcular la distancia de
edicién entre dos cadenas de considerable longitud (ndétese que una frase melddica
puede contener muchas notas o alturas). Esto es, necesitariamos un proceso que en
un nimero finito de pasos (algoritmo) calcule la solucién de forma correcta.

Problema 6: Calculo de la distancia de edicién. Dadas dos cadenas de carac-
teres (no necesariamente de la misma longitud), calcular el ndmero minimo
de operaciones requeridas para transformar una cadena en la otra utilizando
las operaciones: insercion, eliminacion o sustitucion de un cardcter.

En 1965, el matemético ruso V. Levenshtein propuso un algoritmo sencillo para
obtener la distancia de edicién. En la misma idea se basan algoritmos que todos
nosotros utilizamos a diario, como, por ejemplo, en los teclados predictivos en nues-
tros méviles, correctores ortograficos o el famoso «...Quizéd quiso decir...» de los
buscadores como Google.

El algoritmo se basa en la técnica bottom-up, comiin en programacion dindmica'!,
y lo explicamos con un ejemplo. Supongamos que la longitud de la cadena origen es

Ohttp://en.wikipedia.org/wiki/Levenshtein-distance
HUhttp://es.wikipedia.org/wiki/Programacién-dinamica
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n y la longitud de la cadena destino es m. El algoritmo usa una matriz de n + 1 filas
y m + 1 columnas. Esta matriz la vamos a representar de modo que su origen (0, 0)
se encuentra en la esquina superior izquierda, tal como se ilustra en la figura 16.

Algoritmo de Levenshtein

Entrada: Cadena origen y Cadena destino.

Salida: Valor de la distancia de edicién.

Paso 1 (inicializacién): Crear una matriz de n + 1 filas y m + 1 columnas.
Inicializamos la primera fila de 0 a m y la primera columna de 0 a n. Pondremos en
vertical nuestra palabra de partida, y en horizontal nuestra palabra objetivo (en la
figura 16 se ilustra el algoritmo con un ejemplo).

Paso 2 (bucle): se rellenan las casillas de la matriz por filas de izquierda a
derecha siguiendo la férmula siguiente: el elemento (7, j) de la matriz serd el minimo
entre:

(a) La celda inmediatamente superior més 1.
(b) La celda inmediatamente a la izquierda més 1.
(c¢) La celda diagonal superior izquierda (més 1 si los caracteres no son iguales).

Paso 3 (salida): El valor de la distancia aparece en la celda (n +1,m + 1).

MET L ENSTEITN

il 1 (2345|6789 ([10f11
L{1pQ 2|3 |3|4|5[6|[7|8]|9]|10
El2(2puel 5|3 |4|5[6|[7[8]9
FI3|3 |2 -l 4(4|5]|6]7]|8]9
El4|(4[3|3|3gER4|5[6|(6|7]|8
MSE[5[(4|4|9|9ER4|5|5|7|7
S|al6|[53|5|5|5|4EM4|5|6]|7
H|7|7|o|o|6|6|5El4|5|6]|7
TIa|8|7|7|7[7[6]|5GMS5|6]|7F
Ela|g[8|[8|8|7|7|6[5KM5]|6
J(jw|js|a|a|83|[8[7|6]|5GH>5
A11{11{10|9 |9 |9 8|8 [7 |6 |5 |E

Figura 16: Ejemplo del algoritmo de Levenshtein.

Hemos visto el caso de distancia no ponderada, esto es, todos los pesos valen 1.
No es dificil adaptar el algoritmo anterior para el caso ponderado. En miisica, por
ejemplo, cuando queremos estudiar la similitud de dos melodias tiene sentido dar més
peso a la sustitucién que a la eliminacién o inserciéon de notas. En el cante flamenco
sabemos que la diferencia entre una interpretaciéon y otra radica en la adicién o
no de notas adornos, de forma que, la transformacion de una frase de soled a otra
muy similar debe poder hacerse basicamente con inserciones o borrados de notas de
adorno. Los cambios en el algoritmo radican en multiplicar la primera columna por
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el coste de eliminacién, toda la primera fila por el de insercién, y sustituir el valor
uno que sumamos en la férmula por el peso correspondiente. La correccion de este
algoritmo se propone como un ejercicio sencillo al lector.

Como aplicacién al estudio de los cantes flamencos de esta distancia, veamos
cémo se pueden generar grupos de cantes en base a la similitud de sus melodias. To-
mamos un conjunto de audios (corpus musical) que queremos estudiar y obtenemos
la matriz de similitud calculando las distancias entre cada dos cantes. Puesto que las
cadenas que representan una frase melédica contienen una gran cantidad de notas,
necesitamos implementar el algoritmo de Levenshtein. Una vez calculada la matriz
de similitud, al igual que hicimos en el caso de la similitud ritmica, construimos el
grafo de similitud o arbol filogenético que ilustramos en la figura 17. Observamos
que los tres cantes elegidos para el experimento, debla, martinete 1 y martinete 2,
aparecen bien separados en el grafo. Observamos también que hay dos deblas, las de
los cantaores Chocolate y Manuel Simoén, que aparecen desmembradas del grupo de
deblas. Resulta ahora de interés investigar sobre este hecho: indagar si es debido a
que la interpretacién que hacen de la debla se aleja realmente de las demaés, o bien si
la distancia de edicién no da buenos resultados para estos casos (llamados outsiders).
De cualquier modo, este problema requiere un estudio més profundo que se escapa
al objetivo de este articulo. El lector interesado puede consultar los trabajos [27, 29].

6. APROXIMACION DE FUNCIONES. SIMPLIFICACION MELODICA

Como hemos dicho anteriormente, una frase melédica extraida de un audio puede
ser una cadena compuesta por una gran cantidad de caracteres (alturas o notas).
Muchos de estos datos provienen de adornos o melismas, y solo unos pocos corres-
ponden al esqueleto melédico del cante, esto es, a la sucesion de notas principales
que determinan la melodia. De hecho, una transcripcién manual en una partitura no
es mas que una aproximacion a la melodia que contiene unas cuantas notas elegidas
por el transcriptor como las representativas que definen, para él, la melodia.

Si quisiéramos utilizar la sefial de audio sin hacer transcripcién manual (que es,
por cierto, subjetiva y costosa), tendriamos que extraer una aproximacién discreta
de la sefial continua que tenemos representada por una sucesion discreta de notas o
alturas. En la figura 5 se representaba una senal de un cante por debla y su apro-
ximacion por una sucesiéon de alturas. En este punto nos topamos con un concepto
fundamental en matematicas que ha sido estudiado profundamente debido a la gran
cantidad de aplicaciones reales que la han demandado: la teoria de la aproximacion.

Aproximar, segin la Real Academia Espafiola en su Diccionario de la Lengua,
significa «...obtener un resultado tan cercano al exacto como sea necesario para
un proposito determinado. .. ». Nuestro objetivo reside entonces en la obtencién de
resultados tan cercanos al exacto como sea necesario con el propésito de trabajar
con funciones sencillas en lugar de hacerlo con funciones complicadas. Una buena
aproximacion es una representacion inexacta que, sin embargo, es suficientemente
fiel como para ser util para el problema en cuestién (por ejemplo, similitud melédica
en cantes flamencos).



LA GACETA x SECCIONES 535

38-M1_AMairena
26-M1_Chocolate
42-M1_DiegoRubichi
40-M1_CurroMajirena
24-M1_AMaireng46-M1_EnriqueMorente

32-M1_PdeLucia
34-M1_TPabo 30«M1_MVargas

56-M1_NiiioGloria

03-D_Chocolate

28-M1_JHeredia
\ 06-D_MSimon

67-M2_EMorente

02-D_Chano

63-M2_AMairena
79-M2_PSanz 01-D_AMairena

07-D_MVargas

65-M2_Chocolate
08-D_Naranjito
71-M2_EnriqueSotoSordera 04-D_JAlmaden
69-M2_Torta -
I 05-D_JHeredia

78-M2_NiiioBarbate 09-D_PdeLucia
10-D_Talegon

77-M2_Matrona

74-M2_MPoveda
73-M2_MMairena

82-M2_TiaAnicalaPirifiaca

Figura 17: Grafo de similitud para cantes «a capela» generado por SplitTree.

6.1. LA FUNCION ESCALONADA. APROXIMANDO UNA FUNCION CONTINUA POR
OTRA ESCALONADA

Una funcién escalonada es una funcion definida a trozos donde la imagen de cada
trozo es una constante. A cada constante se le llama salto o escaldon de la funcion.
Por ejemplo, la funcién f(z) = k en cada intervalo [k — 1,k), para k =1,2,3,... es
una funcién escalonada definida en toda la recta real positiva.

Problema 7: Distancia de similitud entre funciones escalonadas. Dadas dos
funciones escalonadas, [ y g, representando dos melodias definidas en el mismo
intervalo de tiempo, disefiar una medida o distancia, Dist(f, g), que represente
de alguna manera el «parecidoy entre las dos. Dos melodias con poca distancia
entre ellas deben corresponder a canciones similares.

Problema 8: Aproximaciéon por una funciéon escalonada. Dado un conjunto
de puntos P = {p1,pa, - ,pn} en el plano, y un valor de error a > 0, cons-
truir una funcion escalonada E que aproxime el conjunto de puntos P de tal
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forma que el error cometido (definido como méx d,(p;, E)) no supere o y esté
compuesta por el minimo nimero de escalones.

La distancia vertical de un punto p; = (x;,¥;) (z; en el dominio de f) a una
funcién f se define como d,(p;, f) = |f(z;) — y;|. Se trata entonces de disefiar un
procedimiento eficiente que resuelva este problema de aproximacion. La interpreta-
cién en el campo musical es la siguiente. Una curva melddica puede aproximarse por
una funcién escalonada, proceso que se denomina segmentacion en Tecnologia Musi-
cal. Puesto que el rango de la voz flamenca estd normalmente limitado a una octava,
valores de error o de uno o medio tono deberian de ser adecuados para extraer el
esqueleto melédico de un determinado cante. Estos problemas estdn relacionados
con la clasificacion de los cantes flamencos segin proximidad en la interpretacién. A
continuacién describimos un método eficiente propuesto en [11] que podemos usar
para resolver el problema anterior.

The fitting algorithm

3 | [
T il il '!ll“i

7 . o

Tone
A
T

'8_ | | | | | 1 | |
15 16 17 18 19 20 21
Time {s)

Figura 18: Construccién de una funcién escalonada que ajusta una curva meldédica
flamenca.

Dado el conjunto de los n puntos P = {p1,pa,...,pn} y €l error de tolerancia «,
consideramos segmentos verticales V; centrados en cada punto p; de longitud 2«
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véase la figura 18. La restriccién de que cada punto p; ha de estar alejado vertical-
mente a lo mas a de la funcién escalonada E es equivalente a decir que la funcién
E interseca a todos los segmentos V; de longitud 2«a. De esta forma, procedemos
de izquierda a derecha generando un escalén que interseque la mayor cantidad de
segmentos verticales consecutivos posibles, después comenzamos con un segundo es-
calén, y asi sucesivamente. Un segmento vertical viene definido por un intervalo en
la variable y, digamos, [y; , y;r ], donde y; ¥ yf denotan las ordenadas del menor y
mayor punto extremo, respectivamente. Procediendo de izquierda a derecha, basta
con mantener la interseccion A de los segmentos verticales hasta llegar a un seg-
mento V; que no interseca con A, en cuyo caso se acaba el escalén en construccion
y comienza uno nuevo en Vj, actualizindose A como [y;, yj'] (figura 18). No resulta
dificil probar que este proceso conlleva un ntimero de operaciones que es una fun-
cién lineal en la cantidad de puntos de P y construye una funcién escalonada con las
especificaciones pedidas: con niimero minimo de escalones y cuyo error no supera la
tolerancia a.

Para ver si realmente la aproximacién por funciones escalonadas da buenos re-
sultados en el caso que nos ocupa, hemos realizado un experimento con un corpus de
cantes flamencos que contiene dos estilos, deblas y martinetes'?, y obtenido el arbol
filogenético a partir de la matriz de similitud creada con una distancia de similitud.
En las figuras 19 y 20 apreciamos que los resultados de clustering obtenidos antes y
después de la simplificacién son similares, lo que valida el método de aproximacién
utilizado.

7. ALGUNAS REFLEXIONES

En este trabajo se ha presentado una pequefia coleccién de problemas para su
posible utilizaciéon en la docencia e investigaciéon de las matematicas. El aspecto
diferencial de este corpus de problemas no es otro que su procedencia. El hecho de
que hayan aparecido de manera natural en el estudio de un fenémeno tan popular
como el flamenco, supuestamente tan alejado de las matematicas, lo hace un buen
candidato para introducir en la clase conceptos formales con ejemplos atractivos. Tal
es el caso del concepto de la permutaciéon o intercambio de caracteres en una cadena
y la definicién formal de distancia en niveles preuniversitarios de la ensenanza, o el de
la programacion dindmica y otros paradigmas algoritmicos en cursos universitarios.

Estos problemas pueden extenderse con otros de relevancia como el disefio de al-
goritmos de bisqueda de patrones musicales, tiles para clasificar estilos o variantes.
Pongamos un ejemplo que ilustre el problema: si detectamos que un patrén distin-
tivo del fandango de Valverde estd incluido en un audio, con alta probabilidad sera
un cante de ese estilo de Huelva [29]. Otras cuestiones de tecnologia musical que
demandan progreso cientifico son:

e Diseno de un algoritmo robusto de separacién de la voz flamenca (la mayoria
de las grabaciones existentes no separan guitarra, percusién y voz) [15].

12E] corpus ha sido extraido de la coleccién TONAS http://mtg.upf .edu/download/datasets/
tonas


http://mtg.upf.edu/download/datasets/tonas
http://mtg.upf.edu/download/datasets/tonas

538 LA COLUMNA DE MATEMATICA COMPUTACIONAL

M_EnriqueMOrente

M_Mijitahijo
D_A Mairena
M_MVargas D_MVargas
D_JMerce
M_NifioGloria .
D_Almadén
M_PacoelLobo D_TomasPavén
M_Pansequito D_RafelRomero
M_CurroMairena
M_DiegoClavel D_Chano Lobato
M_TioMollinero D_Heredia
M_Jose Mendez s
M_Turronero D_Simoén
D_Chocolate
M_Juan Talega
D_Naranjito

D_PepedeLucia

Figura 19: Grupos bien definidos antes de la segmentacién. Aparece un outsider:
Debla de Chocolate.

M_Mijitahijo
M_EnriqueMOrente
M_MVargas D_A Mairena
D_MVargas
M_NifoGilori D_JMerce

D_Almadén
M_PacoelLobo D_TomasPavon
M_Pansequito

D_RafelRomero

D_Pepedelucia
M_Juan Talega

D_Naranjito
M_DiegoClavel
M_CurroMairena
M_TioMollinero
M,Tgr?ﬁégome D_Chano Lobato
M_Jose Mendez D_Heredia

D_Simén

Figura 20: Grupos bien definidos después de la segmentacién. Aparecen dos outsi-
ders: Deblas de Chocolate y de Rafael Romero.

e Diseno de un método de estimacién de altura y segmentacién en notas [14].

e Definicién de una distancia de similitud melédica combinada con aspectos
musicales [27].

e Diseno de algoritmos para la deteccién automatica de ornamentos o motivos
melddicos [16].

e Estudio de propiedades matematicas de preferencia y su contraste en el mundo
del flamenco [8].

El objetivo principal que nos lleva al desarrollo de técnicas matematicas y compu-
tacionales como las mencionadas en este articulo no es otro que ofrecer una herra-
mienta objetiva para complementar y contrastar resultados que se puedan obtener
desde otros campos cientificos. Ademas, debido a la propia naturaleza multidisci-
plinar de la investigacién en la musica flamenca, se desprenden temas de estudio
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que suponen avance en el conocimiento y potencia investigacion no solo en Matema-
ticas, sino en otras dreas como Antropologia, Ingenieria, Pedagogia o Musicologia,
véase [5, 6].

Finalmente, haremos notar que, ademds del avance académico y cientifico que
supone, no resulta dificil mencionar posibles aplicaciones comerciales que pueden
implantarse a partir del software que se desarrolle en cada proyecto de investigacion
de tecnologia musical (sistemas de recomendaciéon musical, de reconocimiento on-line
de estilos, de clasificacion automdtica de estilos, etc.)
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